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L1

L2

L3

L4

Ejercicios y problemas a la parte |

ENUNCIADOS

Resolver los sistemas de ecuaciones:

a) x—2v+ z= 35 b
k— y—2z=-—1
x+3v+ z= ()

¥+ 2y +2=-12
Ix+ y+3z= 6
24 y—2z=—1
2rt+ ytoz= 2

Resolver, en el caso de ser compatibles, los siste-
mas de ecuaciones:

al w—dy+6z=7 B x4+ y— z=3
Sx+2y—4z=35
x+3y—5z=3

Hallar los valores del pardmetro o gue hacen com-
patibles a los siguientes sistemas. Para dichos valo-
res de o, resolver estos:

x+ v+ =1
x— y+3:=35

Ix+dy—2:=2
r+lv-2r=a

a) x+3v+ z=0 )
3

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:

ay a—raptdyg—ox= 0
2oyt x— ot ox= 4
—x; 2 4wy — 2y = =2
3, — xn,—3n,+x= 1

Y n+ n+ - x=0

2y, + 35+ 1, —3,=0
=3y, — 2p, — 2x, 4y, =0
du, + 2, + 5y, - 2, =1

L.

L.7.

L&,

L9,

Estudiar la compatibilidad del siguiente sistema, en
funcion del parimetro @, y resolverlo cuando sea
compaltible:

it+t2y+4z—3u=2

I+ Tv+5z—5u=13
Sxt+ 12y +b6z:—Tu=o

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

x+ v+ z—-3u+2v= 4
x+2y—2z—S5u—-2v=-3
3Ja— vy—3z— utdve= 4

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

X— y+ z—u=8
x+dy+2z—u=35
Ix+2yv— 2 =5
2+ ¥ —u=>3

Discutir, en funcidn del parimetro o, el siguiente
sistema de ecuaciones v resolverlo cuando sea com-
patible:

Xk P g
Irtavtauz=35

4x + ary =

h

Sea ¥ un sistema de m ecuaciones lineales con n
incognitas. Sabiendo que es m < n, pruébese que §
puede ser incompatible o compatible indetermi-
nado, pero no puede ocurrir que tenga una sola
solucion,
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L1

I.12.

I.13

.14,

L.15.

L16.

L.17.

L.18.

Resolver el sistema:

o+ ot =2y —dx,=—3
o4+ - ot tig= 1
it X Xy—2xy—2x= -3
X, + 5x, —dx, + 3z = —1
Xt 2x, —2x, + 23, + 32, = |

Discutir (en funcién de ) y resolver cuando sea
compatible ¢l siguiente sistema de ccuaciones:

ax+ y+z=1

r+avt 1=

x+y+ar=a’
Si ninguno de los vectores @, #,, ..., #, depende
linealmente del sistema § = {f,. @, ... §,}. jpucde

ocurrir que alguna combinacion lincal de aguéllos
dependa linealmente de §7?

Estudiar si los siguientes sistemas de veclores de Rm*
son linealmente dependientes o independientes:
a) {05,034 (1, 3,2, (1, 1, 1}]

B 1032 (1, =3,2,(-1, -2, 1)

Si i v £ son dos vectores distintos, analizar si al-

ounos de los vectores (2 + Ak + (3 — AW (A = es-
calar) pueden ser iguales,
Sean $={f,, &, ... B,} ¥ T=|4,, &, .... 4.} dos

sistemas de vectores, Si cada uno de los § v T es
linealmente independiente v todos los vectores de T
son independientes de §, ;el sistema SUT ha de ser
independiente?

Sea 8=, fiy . i4,] un sistema de vectlores de
R Si es p=n, compruébese gque el sistema § es
linealmente dependiente.

Estudiar si el sistema § = |4, £ w] de vectores de
7 es linealmente dependiente o independiente, en
los siguientes casos:

al @={1,0, =i, d={0 i —=1), w={(, L, 1 +1§)
By @=(1, & —i) ¢=00, 1, | + 2,
w=(,1+i =1

Scan dados los vectores

d={2.35 , f=(,2.3% ¥

=
I
i
(]
el
i

L19.

.20,

I.21.

L22.

Analizar si existen algunos escalares a, b, y ¢, tales
que los vectores:

I=qithitcow I

F=aadi + byt & oW

I = it + byl + oW
sean linealmente independientes,

Sean i, i, ..., i, los veclores de B que tienen los
siguientes componentes: el vector &, (para i = 1, 2,
o M) liene todas sus componentes valiendo 1 ex-
cepto la de lugar § que vale i Hallar el rango de
[t {5y oon &) en funcidn de A,

Hallar el rango del sistema:
8=1{a, fy ¥ {5 0]
siendao:

R = (2, 6, =10, 1)
=102, -2, 1, -3, 2)
=03 4,1,

i

a=0,-2,2 -1.2)

Sean R =&, i, .., &}y §={f, [, ..
sistemas de igual nimero de vectores (de [, por
cjemplo) cuyos rangos respectivos son ry 5. Consi-
dérese el sistema T'={w, =@ +& /i= 1.2, ., pl
Pruébese que rang T=r+ 5.

k r."ﬂ] dos

Hallar el rango de la siguiente matriz:

1 I =1 I 2 l

4 -5 7 -2 4 —h
A=

2 3 —8 < 3 1

3. =3 -4 | 3 4
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1.23.

L24.

1.25.

1.26.

L27.

Hallar el rango de la siguiente matriz:

1 2 0 -5 -3 -7
3 L -1 3 2 4
-2 0 2z 1 -1 5
A=
2 -3 1 3 2 -
1 -1 3 -1 -2 2
| 4 3 -1 =2 -1 2]

Hallar los valores de o ¥ B para los que el rango
de la matriz A es lo mis pequeiio posible:

1 3. =2 =1 4
=2 1 1 2 =3
A=| 3 -4 3 1 =2

3 3 0 @ 3
3 2 -3 -3 B

Hallar el rango de la siguiente matriz compleja:

1 i 3 3
A=| 2+i 1 1+2 4410
—1+i 1+i 1+i =-1+i

Hallar el rango de la siguiente matriz, de tamano
T H

x 00 0 0 ¥
y x 00 00
0 vy x 0 o0
A=|0 0 v «x 0 O] parax#0ey+0
0000 x 0
oo oo ¥y X

Analizar, primero, los casos n =3 y n=4.

Sea M =AR el producio de las mairices A v 8,
Comprucbese que si A tiene una fila nula, entonces
también M tiene una fila nula y que si B tiene una
columna nula, entonces M también tiene una colum-
na nula.

L.28.

1.29.

I.31.

I.32.

.33,

134,

Hallar los nimeros reales x, v, z, u y v para los que

se verifica:
31
-1
w0
1 2

Sabiendo que AM = B, donde A, B y M son matrices
cuadradas de igual tamafio, v s1 A v B son triangu-
lares superiores y no nulas. Se pide:

x 2
0 v
z 1

a)  Analizar si M ha de ser triangular superior.

b)  Encontrar alguna condicidn suficiente que per-
mita garantizar que M es triangular superior.

Sean A y B dos matrices cuadradas de igual tamaiio
que son simétricas. Hallar una condicidn necesaria
y suficiente para que su producto AR sea simétrica.

Hallar A®, siendo A la matriz:

0 cosfl senf
cos 0 -1
sen 1 0

A=

Hallar una matriz A tal que:

1 =7 1
Al=(0 8 33
0 0 27

Hallar A", para n € [, donde:

1 1 0
A=|0 1 1
0 0 1

Hallar A", para p = n, donde A es la siguiente matriz
die tamafio nxn:

0 1 0 = 0
00 1 0
4|0 00 0
00 0 |
0 0 0 0
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L35,

.36,

1.37.

138,

L.39.

Calcular A® v A7, donde A es la matriz de lamafio
n X n:

1 00 0
1 1 0 0
A=|1 1 1 0
111 l

Hallar todas las matrices de tamafio 4 % 4 que
conmutan con la siguiente matriz A:

_—
L= R R ==

10
11
a1
0 0

Una matriz cuadrada M tal que M* =M se llama
«idempotentes. Sabiendo que A ¥y B son matrices
cuadradas tales gque A =AB y que B = BA, com-
pruébese que 4 v B son idempotentes.

Se llama rraza de una matriz A = [aﬁ], cuadrada de
tamaito r x 1, 4 la suma de los elementos de su
diagonal; esto es, a:

4
r(d) =2 a,=a,+an+-+a,
=1

Compruébese que, si A y B son matrices del mismo
tamano i ® n, se verifica gue:

I. wriAB)=wr(BA)
2. wr(AAN =051 A #F 0.
Considere la familia de las matrices A(a. &), de

tamaio n % n, dependientes de los parimetros reales
a y h. siguientes:

Cah a a - oa ]
a al a i
a a ah a
Ala, )=
La a a -~ ah]

L41.

L.42.

L43.

144,

a) Compruébese que el producto de A{a, &) por
Ala’, h') es también una matriz de la familia.

B} Analicese si Ala, i) tiene matriz inversa perie-
neciente a la familia.

(Indicacion: recdrrase a las matrices M = A(l, 1) e
I, matriz unidad, expresando Aija, K) como combi-
nacidn de ellas.)

Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo ta-
mano. 5i A es invertible v A y B conmutan
pruébese que A~' y B también conmutan,

Hallar la matriz inversa, si existe, de cada una de
las siguientes matrices:

1 4 2 I 1 3
A=|3 T 9 o B=14 10 16
1 5 1 2 5 B
Hallar la inversa de la matriz;
| A | 2 |
-2 3 —4 |

A=
5 —8 1II. :=4

—2 3 —4 2

Hallar las inversas de las matrices:

I 00 0 1 0 0 0
I 1 0 O 21
i o g 0o 0
I 11 O 3 2 1 0
I 1T 1 1 4 3 2 1
Hallar la inversa de la matriz:
-2 -9 =% 5
ol -3 =12 10 6
0 =2 2 1
=2 —h 5 3
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145,

L4,

147,

L48.

149,

L50,

Sea A una matriz cuadrada dada tal que A*= 0.

Considérese la familia que forman las matrices:
MA) =T+ A4+ (A%2A° ,para A eR

Comprugbese que la familia es un grupo abeliano

(conmutativo) respecto del producto de matrices;
hallar M{A "

Sean A y B dos matrices coadradas, de tamafio n = n.
Se dice que A es semejante con B, y se pone A~ B,
s existe una matriz regular P tal que B =P 'AP.
Compruébese que:

. (A~B) =

2. La semejanza de matrices es una relacidn de
equivalencia para el conjunto A . de las ma-
trices de tamafio n = n.

AT~ B" (para p e M cualquiera)

Haullar la matriz inversa de la matriz A:

1 0 g - 0
a I 0 0
& a l 0
. T
_H“ a’ 1 a’ 2 1 i

-1+ 2
=2+

Sea A la matriz cuadrada, de tamafo r % n, cuyos
elementm SO0

a, si
b

i=j
elemento de lugar (i, j) de A = { Lo J
, 81 IF]

Hallar a y & para que se verifique la relacidn A% = /.

Sean A y § dos matrices cuadradas; § es simétrica.
Analicese si se verifica que:

a) A'A es simétrica.

B A'SA es simétrica.

el A antisimétrica = A® simétrica.

dy A regular = AT'=(AT") (ne M)

L.51.

I.52.

1.54.

L55.

Se dice que una matriz cuadrada A de elementos
complejos es unitaria si

A=

(A denota a la matriz conjugada de A, esto es,
aquella cuyos elementos son los nimeros complejos
conjugados de los respectivos elementos de A). Se
pide:

a)} Estudiar si la inversa y la traspuesta de una
matriz unitaris son matrices unitarias,
By Si A es unitaria, hallar |det Al.

¢) Si A v B son matrices unilarias del mismo
tamafio, estudiar si AR es también una matriz
unitaria.

Si A es una matriz cuadrada tal que A* = © (matriz
nula), hallar A(f = A), para n =2, 3, ...

Hallar la matriz inversa de la matriz coadrada de
tamano # = n;

[ il s 17
I 22 2 22 2
P I <23 3 3
REE- 5 4
L1 2 3 4 "
Resolver la ecuacion;
T a b ¢
a x ¢ b
=)
b ¢ x a
A T I -
Resolver la ecuacian:
| I | |
| X x .
=0
3 ox+2 2x+1 3x
3 41 P+ 3
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1.56. Hallar el valor del determinante: I.6l. Calcular el determinante:
ﬂ: ﬂ’ﬁ Efﬁ ﬁ] n I ] I i
g o n211-
- n 1 3 1.
af B o ap Nl g
Boaf af | 0 s

I.57. Hallar el determinante de la siguiente matriz, com-

probando gque no depende de x: L.62. Sean A y B dos matrices cuadradas de igual tama
Hillese el determinante de la siguiente matriz M en

funcidn de los determinantes de A + B v de A -8
cos{x +a,) cos{x+a,) cos(x+a)

A=| sen(x+a) sen(x+a,) sen(x+a,) AlRB
senfa, —dy) senida, —a,) senig, — a.) M= |B l A]
Siay, a, ¥ a; pertenecen al intervalo |- /2, 7/2[, 163, Calcular el determinante de orden n:
hallar 1a relacién entre ellos para que A sea singular.
n+ty xty X +y,
L58.  Calcular los siguientes determinantes: Xty Xty, = X+y
] I ——
3 —1 3 4 e e, O 1 [ |- S
4 -3 3 6 1 4 9 0 +y g i
‘ﬁ'l:= . -'fl-g= ‘rrr }I xn+}2 xn+}rr
4 4 I | 2.8 =1 4
3 5 -6 7 6 5 2 1

L6d. Sea A =la,] una matriz cuadrada de tamafio » xa
y considérese la nueva matriz 8 = |a, + k|, que st
obtiene de sumar un mismo escalar & a cada uno d

L59. Calcular los siguientes determinantes: los elementos de A. Hillese det 8 en funcion de

de los adjuntos ay; de los clementos de A y de detd,

A W ok 2 W1l 4 ! L65. Se considera el siguiente determinante de orden n
4 —8 8 3 -1 4 5 -1
A= ; Ay =

& —5 8 4 5 8 —4 4 | + a, d, a,
7 337 2 4 i 1 a, 1+a, a,

A= a, a, |+ay

Lo, Calcular el siguiente determinante: : y
i, iy fy ¢ 1+a

1 3 5 2 2 Obtener la relacidn que liga a A con A . Ca
3690 5 1| cular A
A=|6 5 7 4 2 :
Lo6. Sca A una matriz cuadrada, de tamafio n % 1, ante
16 8350 simétrica (A" = —A). Demuéstrese que si n es impar,
1 4 6 3 1 entonces det A = 0.
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L67. Calcular los determinantes de orden n:

L68. Considérese el determinante de orden n:

i +.I.'|

X

A=l =«

Obtener A, en funcidn de A

L69. Obtener la relacion que liga a A con A, siendo
A, el siguiente determinante de orden n:

Calcular A,

o+ X,

X5

OO e

-

2 3 n
] 3 n
2 0 M
—3 0
X
X
x, + a,
X5 X

w—1

-

y. de ello, hallar A

-—

PO O o

x.
x,
x.
n

X,

xﬂ

o

atux,

1.70.

L.71.

L72.

.73

1.74.

Discutir el siguiente sistema de ecuaciones, resol-
viéndolo siempre que sea posible:

ax+ by+ z=1
x+aby+ z=5b) (a, beR son parimetros)
x+ bytaz=1

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

ar, +ax, + -+ ax, |+ Bx, =a,

ax, +ax,+ o4+ B +oax, =

(a+0+ B)

Discutir ¥ resolver, en caso de compatibilidad, el
sistema:

ax+hv+ z=1
ax+ y+hz=1 ia, b e [ son pardmetros)

ax+ y+ z=b

Discutir, segin los valores de los pardmetros a y b,
y resalver, en su caso, el siguiente sistema de ecua-
ciones:

x, - nt+x= 0
n—x+ x = =]
ey, + xntx= 0
bx, + x, — %= =1

xt+by,+x,= a

Discutir, segin los valores de los parimetros a y b,
el siguiente sistema de ecuaciones. Resolver el sis-
lema paraa=3 y b=12:

2x; = X -3 = x,=12
-5+t k2 + =3
x +x+3x, + 2, =6

X+ tag,+ i =b
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L.75. Discutir, segin los valores de los parimeiros reales L77. Sean A y B matrices de tamafios m % n y m

X
a y b, el siguiente sistema de ecuaciones (n + | supdngase que r = rang A = rang B < m, n. G
ecuaciones con n + | incognitas). Resolver el siste- dérese el sistema de ecuaciones AX = 8, donde X
ma cuando sea compatible: la matriz de incognitas, de tamafio n = 1. Se

componen A v B ¥y X en blogues del siguiente m
3

X tax,,=a
o A, | A, B, X,
nLtax,,, =d FED] [k S B, = o
) A, B, X,
x tax,,,=da donde A, es una matriz regular de tamafio r % r 8
alx, +x,+ - +x)+x,,=b) ¥y X, son de tamafio r = 1. Se pide:

a)  Obtener, en funcion de dichos blogues las @

R | si d ; lineal luciones del sistema.
. solver el sistema de ecuaciones lineales: : .
e Rbees: & " By Obtener las soluciones del sistema:

x,+ 2o+ (1+ip+ (1 —ix,=—2+1i x+ 2+ z+ Yu+150=-2

(1 =i, + ix, — 2x, — 2ix, = 2 2x+ Jy+ z+1Tu+2lp= |
=2, + (1 + i, + ix —(2—ipx,= 2-3i —x+ y+ z— Bu+ Tv= 1
3xg= 2y (1 =2, Xy = 0 x+ 13y + 82+ 12u+ 94p = —1|
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SOLUCTONES

I1.

.2

| R

14

L5,

L6,

L.

19,

L10.

L1

r=l—-v—z

a) x=l, y==1, =2
b x=2 y=-=-3, =1
a)  El sistema es incompatible.
B x=2—z y=1+ 2z z cualguiera.
al a=-—10h x=3+2z, y=—1—2z z coalgquiera.
by a=—-1;x=2, y=—1,z=0
al y=Lun=lLxn=1x=2
by =2, 5,=0x=-11=1
a=4; x=8B—18z+ llu, y=—3+T7z—4du
r=3+p—2v,y=-1+2ute.z=2-v
=4 y==2z=3u=1
51 a =0, el sistema es incompatible,
Si & =3, hay infinitas soluciones:
=5 , y=1-4z
51 a# 0y o # 5, hay solucion dnica:
1 1
=1 |, y=-— g
: i

Reducir el sistema § a uno escalonado reducido v
analizar éste.
yE=lx, =0, 0n=x1,=1—x
Para a= —2 el sistema es imcompatible, Para
a=1. el sistema admite infinitas soluciones:

v cualquiera, z cualquiera. Para
a#® =2y w# 1, el sistema tiene solucidn dnica:

~ a+tl o . (i ElE
C a+2 Ca+2 T a2
Si, por ejemplo:
7, =(1. 0,0 i =10, 1. 0)
=L L1y . &E=({.1-1
p=h=12 !",+i‘.‘:—2r|,+2ﬁ:

L13.

I.14.

L.15.

L.16.

L17.

L18.

L.19.

1.20.

.21.

.22

.23,

1.24.

I.25.

.26,

x=—y

a}  Linealmente dependiente.

by Linealmente independiente.
Son todas distintas.
Puede no serlo, como en el ejemplo:

p=g=2 f=(1,0,0 fH=00 1,0

@=(,0,1) ., &= 11
aqui es @, + =, + i,

Supdngase que hay una combinacion lineal de las
it, que es nula: recurriendo a los componentes se
obtiene un sistema de ecuaciones lineales homogé-
neo con mds incagnitas (los escalares) que ecuacio-
nes, que tendri, pues, solucidn no nula.

a)  Dependiente: ii — iff = w,
&) Independiente.
Mo existen: los &, © y W no son independientes v

los ©. ¥, I dependen de ellos, luego son dependientes
siempre.

Sih#l—-nyh#l,elrangoes msih=1—n. ¢l
rango es i — |: si A= 1, el rango vale 1.

rang § = 4,

Sean @, . ..., d@, ¥ T, .., [ sistemas independientes
de Ry S Todos ]m "rLLI“I‘A‘:\ de T IJLPCH{]L‘I'I lineal-
mente de los vectores de |w, . ... w JUIE, ... )
y aqui hay no mis de r+ 5 vectores.

El rango es 3.

El rango es 4.

a=1, 8=7: el rango minimo es 3.
rang A = 2.

Para n=3, rangA =3 si x #
Para n=4, rangA=4 si x# *y y
rangA=3 si x==*y. Pama n par rangA =n si

a#F*Xy yrangAd=n—1 si x=*y. Para n impar,
rangA=mnsix¥F—yyrngd=n—13s5 x=-—w

-y ¥y rangA =2 si
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1.27.

1.25.

1.29.

L.30.

L3L

1.32.

1.33.

1.34.

1.35.

8i a, =10, ¥ h, entonces.

m, = % Guby = 2 0b, =0,V

Para columnas se procede igualmente.

x=1ly=

—lz=2,u=3 v=1

a)  Puede no serlo; asi ocurre con:

2

K1l_[n::- 0

|

¥

by Que A sea invertible.

Que A v H conmuten,

Al=0,
1 -1 1
A=]0 2 2
1] 0 3
1 n s
A"=10 1 n con §
0 0 1
Ar=0
10 0
2 I 4]
B 3 2 1
A=
ln n—1 n—2
1 0 0 0
3 | i) ]
A= f 3 | 0
_"ir ""n.' I 'I'.n 2 I—
ili = 1)
con 5, =-
3

_nn— ]

2

1.36.

L37.

I.38.

1.40.

L41.

142,

1.43.

a 0 0 0
b a 0 0
c b a 0O
d ¢ b a

para a, b, ¢, d escalares cualesquiera.

A= (ARAE) = A(BA)R = ABB = (AB)B = AR =4
igual se procede con &7,

1. Ambos trazos valen Z ubbﬂ.
£

2. waA) =2 (a,)>0.
[

a)  El producto vale oo + B1, donde

a=aga'in+h+h'—2) . B=aa'th— 1R - 1)

By A= Ala,, h), con

I
_u{h—lj:] —h—n)

h=2-h-n ¥y a

(para h= 1, h#El—nya=#=0).

AB=BA = A YWARA '=AYBAMA' =
= (ATANBA N ={AT"BHAATH) =
= [BAT'=A"'Bl = BA '=A"'R

—19 3 Il

A7l = 3 =172 -3n no existe 87,
4 =12 =52
1 =1 =2 -4
. |2 & b -3
A 3 1 e
] 1 0 1]
1 { 0 07
k]t T @
0 -1 1 O
0 0 =L 1.
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1 0 00 152. A(J:Ay=A.
v l=2 1 oo _ _
i e 2 =k &z 0D
L 0 1 -2 1] =% 2= 0 B
0 -1 2 -1:0 0
e @ g 153, A= 0 0 -1 2: 0 0
fy, aa|! 21 2 a g 0 @
o =2 3 =3
5 B -l L 0o 0 o0 0:-1 1]

L34, Tiene 4 soluciones, que son:

145, M(0) =1, M(A)- M(p) = M(g) - M(X) = M(A + p);
I = —

M{A)Y ' =M(—A) n=—a—-b—c ; xm=atb-—-c

146. 1. B'=BB-B= np=—atbte ; y=a-b+te

= (P 'AP)(P 'AP)--(P"'AP) = 1.55. Sélo tiene la raiz x = | (de sexto orden de multipli-
=P lAA-AP =P 'ATP. cidad).

o ) e 3 ¥ -
S Ll e 156, (o’ B
A~B = B=P 'AP = A=PBP' = B~A;
A~By B~C) = L57. Desarrollando por la Gltima fila:
= (B=P'APy C=Q 'BQ) = . :
e F g8 detA = —sen“{a, —a,) —sen” (@, —a,) —
= =P AP = A~C i
= 8en-(a, = d,)
1 0 0 0] s
s 1 0 - 0 La condicion es a, =a, =a..
VR 158. A,=130 ; A,=6l.
................................. L59. A, =100 ; A,=150.
L 0 00 - 1] Lo A
=1 12 i L6l. A=n!
48 A'=] 1 =i 1—i
I 0 I L62. detM = [det(A + B)] - [detiA — B)).

L63. Ay=x,+y 1 A= —(x —x)ly,—»)
149, Pongase A en la forma A = af = bE. Solucion: A =0 paran=3.
a=*m=2:n y b=F2:n i
L64. detB=detA+k 2 a,

% Lj=1
150, Los cuatro apartados son ciertos.

I65. A =4, ,+a, ; A =1l+a +a+-+a,

L5, @) Ambos son unitarios.
by |detA| =1, Lo6. detA =det{—A"t={—1"detA’=(—1)"detd =
¢} AB es unitaria. = —detA, luego detA=10.
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La7.

L.68.

L.6Y.

L.70.

L.71.

L72.

I.73.

A, =n! A, =a,a,a,
A, =al, , +d'r,
A=a"Yatx +r,+-+x)

A =(—-D""2—xA
A=(—1y"n— 1

Para b=0 y a=1, sistema incompatible. Para
b=0y a# 1, sistema incompatible. Para a=1 y
=1, infinitas soluciones: x=a, v=4§,
z=l—a—fB. Paraa=1 y b+ 1, sistema incom-
patible. Para a = —2 y b= —2, infinitas soluciones:
x=3a, y=12a—1), z=e. Para a=-2 ¥
fr# =2, sistema incompatible.

a’( i aj) — |eln — 1) + Bla,

=1
o {a— B aln — 1)+ 5]
Para b= 1 y a=0, compatible indeterminado: las

soluciones son (x, ¥, zi=(a, 8. 1 — 8). Para b= 1
v a# 0, compatible indeterminado; (v, v, z) = (e,
B. 1 —B—ax) Para b+ 1 y a=10, sistema com-
patible determinado; (x, v, 2=k + 2}:a, —1.
=1} Para a=0 y b= —2, sistema compatible in-
determinado; (x, v, 2) =(a, —1, —1). Para b # —1,
b+ —2 y a=10, sistema incompatible.

S1 b+ —2, el sistema tiene solucion dnica:

—2 __ﬂ+b—! __a—l

B a2 C b+42 B paa
a+1
Pt
bh+2

Si b= —2_ el sistema es incompatible.

1.74.

I.75.

L.76.

L77.

Para a # |, hay inlinitas soluciones (con un pard-
metro). Para a= 1y b+ 1, no hay solucion. Par
a=1y b=1, hay infinitas soluciones (con dos
parimetros). En el caso o = 3, b= 2, las soluciones
son, para A e [ cualquiera:

r|=—).+2 B -2A-3

X, =

X, = X, =

I | =
b | =d

Si a =10, hay solucién dnica v, =x, = =x =

=b Sia#0ya+F* V1/n, hay solucién dni
qun. es la:

all — &)
My Sy W e W S e
’ | —an
b
b—a'n
X, = ’
| —an
S es a==% \-'"l_ :.-' B#1, no hay solucidn,

a==* \.I'rl /n , hay infinitas soluciones,
son {(para A E H Ludlqule}

A
i\-'fn
=i, n=1=1 , X

a) X, cualquiera, X, = A, (B, — A.X.).
B w oy v cualesquiera:

x 1 2 i1 =2
y|=12 3 | 1| =
z 1 1 i
Yu + 15v —6—9%9u — v
=] 1Tu+2le |p= Q4+ p—3r
—8u+ Tr — 14 — 24— 5p
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11.1.

IL.2.

I3

11.4.

Ejercicios y problemas a la parte Il

ENUNCIADOS

Sean V| y V, dos espacios vectoriales (con el mis-
mo cuerpo de escalares) y considérese el producto
cartesiano V| x V., en el que se delinen la suma y
el producto por un escalar mediante:

(@), Ba) + (51, B2) = (£, + Oy, §, + )
A(T,, 0.) = (AF,, AT,)
Pruébese que con estas operaciones el conjunto

V, ® V, es un espacio vectorial. 5i V, y V, tienen
dimension finita, compruébese que:

dim (V, x V,) =dim V, + dim V,
Compruébese que el conjunto “6(H, H), de las fun-
ciones continuas de B en B, es un espacio vectorial

real respecto de las operaciones usuales. Se consi-
deran las siguientes funciones de ‘€(R, R):

(n e M dado)

sen x, 1, x, x5, ... X"

Analicese si la primera es una combinacidn lineal
de las demis.

Considérese el espacio vectorial V = M., de las
matrices cuadradas de tamafio 2 x 2, y sea § = (M,
M,, M,, M,) el sistema formado por las matrices:

0 0 01
M, = M, =

i1 0 1

11 1 0
M, = M, =

0 0 1 0

a)  Comprobar que 5 es una base de V.

& Hallar las coordenadas x. x5, xy, 1, en la base
5 de una matriz genérica M de Vi

M = a b
¢ d

En el espacio vectorial V de los polinomios de

ILS.

11.6.

11.7.

grado menor o igual que 4, se consideran los p
linomios:

pla=3-2c+ 7+ 40 + 0
pl)=4—x4+ 46702
pylx) =7 = B+ 3t + ax’ + b

(a, b e R fjos). Hallar a v & para que ¢l subesp
cio que engendran p,(x), p.(x) ¥ py(x) tenga dime
sion 2. Hallar una base cualquiera de este sube
pacio vy determinar las coordenadas en ellas de kg
tres polinomios dados.

Hallar el valor que hay que asignar al parimels
« para que las siguientes matrices no formen hig
del espacio vectorial ALy, de las matrices .
das de tamanio 2 = 2

3 2 2.1 6 5 5 4
2 1171 o] (4 2|7 |4 &
En el espacio vectorial de las maitrices reales|

simétricas de tamafio 3 x 3, se consideran las m
trices:

1 2 =l 2 4 -1
M=| 23 4| M=| 4 6 §
| -1 4 -2 | -2 3 —48
"1 4 2 1 4 5
M,=|3 2 6 M=[4 1 8
2 6 0 5 8 2
- 1ilks
M.=|7 3 9
39 |

Hallar la dimension v una base del subespacio g
engendran estas 5 matrices. Obtener las coordess
das de todas ellas en la base elegida.

En el espacio vectorial V= F(R, ), de las i
ciones de B en H, se consideran el sistema &
funciones: '

S={(1, sen x, cos x, sen 2x, cos 2x)
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IL8.

IL9.

IL10.

a) Comprobar que 5 es linealmente indepen-
diente.

k) Hallar una base B del subespacio gue engen-
dran las funciones:

fitx)=1—2 sen x+ 3 cos x —sen 2x

Silx) =sen x+ cos x — 2 sen 2x —cos 2x

filx)=12

fix)=1+4senx—2 cos x -
— 2 sen 2x + cos 2u

cos x+sen 2r+ 3 cos 2x

filx)=4+sen x —cos x + 5 cos 2x

¢} Completar la base 8 hasta obtener una base
del subespacio engendrado por §.

En el espacio vectorial V de los polinomios reales
de grado menor o igual gque n (con una sola inde-
terminada x), se considera la base usual B=1(1, x,
¥, ... »). Compruébese que B =(l, x-a,
{x—a)’, ... (x —a)"), donde a € R es dado, es una
base de V v hillese la matriz del cambio de coor-

denadas que resulta de cambiar la base B por la 8"

En el espacio vectorial V = M., de las matrices
reales de tamano 2 % 2, se consideran los sistemas

S=M, M, My, M) y T=(N,, N;, N5, N, N;),
donde:
1 2 1 1]
M, = M,=
iz ‘t| 2 -1]
2 0 -1
M. = M. =
3 l ' _] _2_
[—2 | 1 0]
N = N,=
3 =2 | —1 1]
(3 —2 0 4
N, = N,=
I 0 12 1
1 0
N, =
) 1 0

Comprobar si § v T son sistemas equivalentes. Ha-
llar bases de los subespacios gue engendran § y T.

Sea V el espacio vectorial de los polinomios de
grado menor o igual que n (dado). Sea p(x) un

polinomio cualguiera de V' y considérese el sistema

B = (pix), p'(x), p""(x), ... pP"(x))

IL11.

IL12.

IL13.

IL14.

IL15.

Analizar si B es o no una base de V, en funcion
de quién sea pix).

Sea A una matriz cuadrada de tamafio n x n; sean
C,. G, ..., €, matrices columna de tamafio n x 1.
Pruébese que:

a)  Silos vectores columna AC,, AC,, ..., AC, son
linealmente independientes, entonces también
lo son los C), Cy, ..y C,
B) SiAesregulary C,, C,, ..., C, son linealmente
independientes, entonces también lo son AC,,

ACy . A

En el espacio vectorial FF(H, R), de las funciones
de I en B, se consideran las funciones:

Filx) =, filx) = e, .., folx) = ™"

Compruébese que estas n funciones son lineal-
mente independientes si y solo si los ndmeros rea-
les a,, d,, .... a, son todos distintos.

Sean 5= (i, @y oo @,) ¥ 8 = (], fin .. i) dos
sistemas de p vectores, de un cierto espacio vec-
torial V. Demuéstrese que:
rang (i@, + @, & + @, ..., @, + @)=
=rang § + rang §°

5i A v A’ son dos matrices de igual tamafio, com-
pruébese que:

rang (A +A')y=rang A + rang A’

Demostrar que, si O, V y W son subespacios vec-
toriales de un cierto espacio, entonces:

al (UnWVi+(UnwWiclUniV+w)
by (U+Vin(U+WisU+(VnW)

Determinar algin ejemplo en el que los signos de
inclusidn de a) ¥ £ no lo sean de igualdad.

Considérense los sistemas de polinomios §=
= (px), pAx) palx)) ¥ T=(glx) g0x) gqlxd),
donde:

plx) =14 2¢+ 5x% + 3t + 2y

pofx) =3+ x+ 52" — 6 + 6ux*

px)=1+x+ 3"+
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IL16.

IL17.

IL18.

1119,

qix)=2+x+ At — 37 + 4t
golx) =3 +x+ 37—+ !
g(x)=9+2x+ 3x* —x* — 2x*

Sean U y V los subespacios, del espacio vectorial
de los polinomios reales, que engendran 5 v T,
Hallar la dimensidn y una base de cada uno de los
subespacios U+ V y U/nV.

Sean U, U,, .., U, subespacios de un cierto espa-
cio vectorial V. Compruébese gque la suma
U, + U, + - + U, es directa si y s6lo si para cual-
quier i=1, 2, ..., p se verifica que:

UnU,+—+U_+ U, +~+U)=0

Sean U, y U, los siguientes subespacios del espa-
cio vectorial real B™

U= {{x: 22 n x) e Bz, + 2, + - +x,=0]
U=, % v x) e R ==~ =a}
Analizar si U/, y U, son subespacios suplementa-
rios de B obteniendo la descomposicidn de cual-
quier @R en suma d=4a, +i,, con i, el ¥
i, e U,

Sea V=FR, R) el espacio vectorial de las fun-
ciones de H en | y considérense los conjuntos:

U={feVi)=A-1)=0}
i, = [f e Vif es afin)

{la funcion f se dice afin si es filx) =a + bx para
ciertos a y b fijos). Pruébese que U, v U, son
subespacios suplementarios de V.

Sea V="G([0,1]), F) el espacio vectorial de las
funciones continuas de [0, 1] en R. Se pide:

@) Dado un nimero natural # ¥ si f= V es una
funcidn que toma, al menos, n valores distin-
tos, analizar si las n funciones f(x), fx)%
fixy, ..., fix)" forman un sistema linealmente
independiente de V.

By Analizar si U/, y U, son subespacios suplemen-
tarios de V, siendo:

U, = i_{E V/J' fixydxe= U}
0

Ui, = {f e Vif es constanie

el

11.20,

IL21.

I1.22,

IL23.

I1.24.

IL25.

11.26.

11.27.

Sean U, V, U, U,, V, ¥ V, subespacios de un ciero
espacio vectorial. Si la suma U + V es directa y s
U=UelU, y V=V, @&V, compruéhese que la
suma [J, + U, + V|, + V, es directa.

S5i A y B son dos matrices cuadradas del mismo
tumafnio simétricas, compruébese que AR es si-
métrica si y solo si AR = BA.

Sea A una matriz mxp vy sea B una matriz pxn
Pruébese que:

1. rang (Af)=rang A
2. rang (AR)=rang B

Sean A y N dos matrices cuadradas de igual tama-
fio tales que A es invertible, N es mihilpotente (o
sea, N*= () y N conmuta con A~". Pruébese que
A+ N es inversible hallando su matriz inversa
(Indicacidon: rectrrase a la igualdad (f + M) o
=f-M+M—-M.)

Analicese si el conjunto Al formado por todas las
matrices de la forma:
1 a b
A=|0 1 ¢ (a,b,ceR)
001

es 0 no un grupo multiplicativo,

Sean V y W dos espacios vectoriales reales; sed
(€, &, &, €) una base de V vy sea (f,, iy, &}
una base de W, 8i f; V— W es la aplicacion lineal
definida por:

flé,) = a, + @i, — 4,

flé;) = 2a, + a, — 2a,

FE)=3a, +a,
) =u, + 2,

se pide hallar:

a)  Ecuaciones de fen las bases dadas.
#)  Una base de Nuc(f) vy otra de Im(f).

Sea dado un espacio vectorial V de dimension fi-
nita y considérese un endomorfismo V=V
Pruébese que, si fy fof tienen igual rango, enton-
ces Nuc(f)nIm (=0,

Sea f: R*— B la aplicacidn lincal que respecto de
las bases candnicas tiene asociada a la siguients
matriz A:
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130,

a) Hallar la matriz I} candnica de equivalencia
de A.

b) Hallar unas bases B=(é, &, &) de R' y
C = (ii,, ii,) de B respecto de las cuales la
matriz de f sea la candnica.

c)  Analizar si existe alguna aplicacién lineal g al
que alguna de las f° g o g=f sea la identidad.

Sea i : [ — R la aplicacién identidad vy Hamemos
=(&,, & &) a la base candnica de B, Se pide:

a) Una base B de B tal que al referir la aplica-
cidn { a B' (base del espacio B de partida) y
a B (base del espacio B de llegada), la matriz
asociada sea la A gque figura al final del enun-
ciado.

by Una base B'' de B tal que al referir la apli-
cacion i a B (base del espacio R de partida)
v a B (base del espacio B de llegada), la
matriz asociada sea A:

0
A=10
1

Sea Vel conjunto formado por todas aguellas ma-
trices A = |a,] cuadradas de tamafio n x n tales que
las sumas de los elementos de cada una de sus filas
y de cada una de sus columnas son, todas, iguales;
llamaremos a este namero S(A):

SA)=a, tap+~+a,=a;+a,+-+a
(Vi j=12 ..n

ni

al  Analizar si V es un espacio vectorial (con las
operaciones usuales) y si §: V— [2, A= 5(4),
es una forma lineal.

by Llamando J a la matriz n % n que tiene todos
sus elementos iguales a la umidad, pruébese
que:

[AeV] & [Bael Al=JA=al]

Hillese o en funcidn de A.

c) 5iA e Ves regular, compruébese que S(A) # 0
vy que A~' e V. Hallar S(A™") en funcidn de
S(A).

Sea A el conjunto de las matrices reales cuadradas
¥ que conmutan con una cierta matriz dada. Com-
pruébese que M es un anillo respecto de las ope-
raciones usuales. Suponiendo a partir de ahora que

IL31.

IL.32.

I1.33.

las matrices son de tamafio 2 x 2 y si la matriz
dada es:

1 h
M= {—l ;J (h pardmetiro dado)

se pide:

I. Expresion general de las matrices de ..
2. Estudiar si en JM hay divisores de cero.
3. Eswdiar si Al es un cuerpo.

Sea JM el conjunto formado por las matrices reales
de tamanio n % n que son de la forma:

x, 0 0 0
X X 0 0
Alx Xay ceu )= X3 Xs X 0
X, X oy &

donde x,, x,, ..., x, recorren . Se pide:

1. Expresar A(x,, x;, .... x,) en funcion de [ = A(l,
0, ... 00, de E=A(0, 1, ..., 0) y de las poten-
cias de E.

2. Comprobar que M es un espacio vectorial y
hallar una de sus bases,

3. Hallar la matriz inversa de A(l, 2, 3, .... n).

Sea [:R*—R' un endomorfismo del que se
sabe que:

JILLO M= 1,0 -1
LG 1L O=(1,10

Hallar la matriz asociada a f, respecto de las bases
candnicas, en cada uno de los siguientes supuestos:

1. Nuc (fy=Im (f}.
2. fof=i (identidad).
3. fef=f

Sean (£, &, &, &) y (@, @&, i, i, @) las bases
candnicas de B' v R°. Considérese la aplicacion
lineal f: R'— R* definida por:
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I1.34.

IL35.

f(&,) =i, + ii, — il
f(&,) = 2, — iy + ity + 2iis
flé) =i, + 2, + i, + i

fiE) =i, + dii, — @, + 2d, + 3,
Se pide:

I. Ecuaciones de fen las bases candnicas de B
y R%

2. Ecuaciones de f en la base (& +¢,. & — &,
é +é+é, &—¢&) de R' y la candnica
de .

3. Hallar bases de Nuc () ¥ de Im (f).

4. Hallar un subespacio V de B* 1al que la res-
triccién de fa V sea inyectiva y tenga la mis-
ma imagen que f.

Sea Vel espacio vectorial de los polinomios reales
de grados menor o igual que 2; sean:

T
=x+Tx

-2.3

p=1+x+12 glx)=
a=(2,01)

I +22 rix)
b=3,1.00 ¢=(l.

Considérese la aplicacién lineal f: V— R definida
T

fiptxy=da figlx=58 firlx)=2¢

1. Hallar la matriz de f respecto de las bases (1,
x. 1) de V y la candnica de B,

2. Hallar la matriz de f respecto de las bases
{(p(x), g(x), Ax)) de V y (d, b, &) de B, -

3. Hallar una base & de V| tal que respecto de
ella y de la base candnica de [* la matriz de
f sea la unidad T (compruébese previamente
que ello es posible).

Dadas las matrices de igual tamafio:

-1 2 2 0 1 2

1 5
A=(2 1 4 1 B=11 -1 2 £}
1 2 1 a 0 2 -3 —4

donde @ es el ndmero real para el que A y 8 son
equivalentes:

1. Hallar a.

2. Hallar dos matrices regulares P v () tales que
B=0 'AP.

IL.36.

11.37.

1138,

IL.39.

3. Sies i =R la aplicacion lineal asoci
a la matriz A respecto a las bases candnic
hallar una base B de B y otra base C
R n:\pcctu de las que la matriz asocia
a fsea B

Sea V el espacio vectorial de los polinomios el
de grado menor o igual que 2 y considérese
aplicacién lineal f: [ — V en la que (para cies
o, B el

AL 1L 1)=284+eax , A0, —1, 1)=oxt}l

Hallar & y B para que f no sea inyectiva.
2. Hallar bases de Nuc (f) v de Im (f), en
cidn de e v . '
3. Hallar el subespacio imagen por la aplicac
f del U={(a, b, e RYa+c=b+c=l
segiin los valores de a v 5.

Sean f:RB'— R'y g:R'— B dos aplicacio
neales tales que:

a) h=ge=fes la proyeccidn sobre el subespa
[ Y2 ¥3) € Ry, =y} paralelamentes

vector (1, —1, O).

by k=f-g es 1al que su nicleo es Nuoc(kj
= {(x;, Xp % x)eRYx=0, 5 +x=§
y ademds k(1, 0, 0, O =(1, 1, 2 18
KOO, L= (1,0, 1, 1)

En las bases candnicas de B v B, se pide;

l. La mairiz de & y sendas bases de Im{h) yd
Muc (h). '
2. Matriz de & y sendas bases de Im (k) y Noc(|
3. Sabiendo gue g es una aplicacion sob '
hallar el nicleo ¥ la imagen de f.

Sea [+ V— W una aplicacion lineal de la que

MNuc{(¢) ¥y la Im ().
Sea V el espacio vectorial real de las funcionesi
F en [, con las operaciones usuales. Con
las aplicaciones F:R°— Vy G:V—R de
por:

Fla, b, ch=usen” x+ b cos’ x+¢
G(f(x)) = (f0), fi—m/2))
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I.  Comprobar que F y ¢ son lineales y hallar sus
nicleos y sus imagenes,

2. Si UcV es el subespacio de las funciones
constantes, hallar F~'(L7).

3. Hallar bases de B* v de F(R?) respecto de las
que la matriz de F sea la candnica (de equi-
valencia).

4. Hallar la ecuacion y el nicleo de la aplicacidn
GeF,

Sea ¢ V— V un endomorfismo del espacio vecto-
rial V de dimension n. Compruébese que los endo-
morfismos f: V— V tales que ¢=f= ¢ forman en
conjunto ¥ que es un espacio vectorial; hallar la
dimensién de éste.

Sea f: V— W una aplicacién lineal cualquiera en-
tre espacios vectoriales de igual dimension (finita).
Compruébese que f se puede expresar como suma
de dos isomorfismos.

Sea f: V— W una aplicacidn lineal entre espacios
vectoriales de dimension finita: sea dim V=n y
dim W= m. Pruébese que f es inyectiva si y silo
si existe una aplicacidn lineal g: W—V tal que
gof=i (identidad en V).

Sea f: V— W una aplicacidn lineal entre espacios
vectoriales de dimensién finita; sea dimV=n v
dim W= m. Pruébese que f es sobreyectiva si v
solo si existe una aplicacidn lineal g: W— V tal
que fog =i (identidad en W).

Sea f:¥V—V un endomorfismo tal que
i+af + bfsf =0, donde i es la identidad en V v
a y b son dos escalares dados. Comprobar que §
es un automorfismo hallando su inverso.

Sea f:V—V un endomorfismo en V' con
dim ¥ = n. Compruébese que Nuc(f)=Imi{f) si
y solo si n es par, rang f=n/2 y fof=o.

Sea V un espacio vectorial real de dimension 3 y
sea B = (&), &,, &) una base de V. Se considera la
forma lineal ¢ : V— [ que satisface a:

elé,—é&)=3; ¢, —é)=3 ; p(é, +&)=4
Hallar:

) La ecuacion de ¢ en la base B.

1147,

1145,

1149,

IL.50.

I1.51.

b) Coordenadas de ¢ en la base B¥, dual de B.

Sea B = (&, &. &) la base candnica de B y con-
sidérense tres formas lineales @, o v 7, en B, de
las que se sabe:

r @lé) =1, glé&)=a, ¢l&)=10(a = R dado),

© YE +E)=3, e, + &, —28) =1,
Y26, + &, — &) =2.

* Nuc (7)) = {{x,, X2 x) & Bx, + x, + bx, = 0},
nié,) =2 (b e R dado).

1. Hallar las ecuaciones de ¢, i ¥ n en la base B.

2. Hallar las coordenadas de ¢, ¢ v 7 en la base
B* dual de B.

3. Hallar la relacidén que deben guardar a y b para
que (@, . 1) sea un sistema linealmente de-
pendiente de V*

En ¢l espacio vectorial B se considera la siguiente
base B ={u,, i, )

a,=(1,-1,3, &=0,1,-1), &5=00,3, -2}
Hallar la base dual B* = (g, ¢, ¢,) de la base B.

Sea Vel espacio vectorial de los polinomios reales
de grado menor o igual que 1. Sean ¢, :V—R y
¢;: V— R las formas lineales:

-p.tﬁ(x}}=J‘ plxidxe r_.n:{p(.r}‘J=J plx)dx
[}] i

Comprobar que (¢,. @.) 5 una base del espacio
V= dual de V, y hallar la base (p,(x), pi(x)} de V
que tiene a (¢, ;) por dual,

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K v
sea f: V— K una forma lineal. Compruébese que
el subespacio L = Nuc () es midximal de V, o sea,
es suplementario de un subespacio unidimensional
de V.

Sea V un espacio vectorial, sobre un cuerpo K, y
sea U un subespacio mdximal de V, esto es, U es
suplementario de un subespacio unidimensional de
V. Pruébese que existe una forma lineal f: V— K
cuyo nicleo es [
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IL10. El sistema # es base si v sdlo s p(x) es de grado s,

SOLUCIONES

IL11.  Indicacidn E A(AC) = A(Z AC,). Recurrir al con-

trarreciproco. 51 A es regular, de ser 2 A (AC) =10,
L1. Indicacidn: si (&, A, ..., £.) es una base de V| y (7, seria TAC,=A"'-0=0.

W, o ) 25 una base de V., comprudbese que los

siguientes vectores forman una base de V, x V; IL12. Recurrir al método de induccion. La relacid

=, smoue o s St s .5 EAMRD=0G=1,2, ... n), sise la divide por fi}
(y, 8), (ity, B, -.es (B, O, (B, B1), (B, D), s (B, ) ¥, luego, se deriva conduce a la correspondient

IL2. G/, B) es subespacio de F(R, B). La funcidn relacion para i — 1 funciones.
senx no es combinacian lineal de 1, x, a7, ., x" . ! : .
pues aquélla se anula para infinitos valores de x. IL13. Sean U=¥($) y U =V(5"). Los vectores &+

pertenecen a [/ + L7, luego:
3. ry=a—-b—c+d x=—a+b+r,
=40 4= rang (@ + &) =dim (' + ") =

4. a=8 b=9% (p,x) pix)) e base, pix)= =dim U+ dim L' =rang § + rang §

= 5p,(x) — 2p,(). _ _
Para el caso de las matrices, recurrir a sus vectmes

ILS, w=13, columna (o fila) y aplicar el resultado anterior,
IL6. La dimensin es 3; una base es la B ={(M, M, IL14. a) Téngase en cuenta gque VeV + W v qu
M M, =2M,, M, = =M, + 2M,. We V+ W, b) 1éngase en coenta que Vo VW y

que Wo VW, Contragjemplo: en B tomar:
IL7. La relacidn a+#& sen x+¢ cos x+d sen 2x+

+ e cos 2¢ =0 para todo x B s6lo tiene la solu-
cion a=b=¢=gd=¢ =0 (imense para x los va-
lores 0, 2, w, 3m2, a4, por ejemplo).
B = (fi{x), fulx), filx)) Al afadir a B las funciones
sen 2v ¥ cos 2y se obtiene una base de V(S).

U= niieR}l V={x 0)xecR)

W= {{0, y)/y € B}

IL15. La dimension de I7 + Ves 3 y una base suya es la

Mg T = oty o (—1ya (p,(x). ps(x). g,(x)). La dimension de UNV es 1y
una base suya es la (2 + x + 407 — 37 + 4,

0 1 2a 3 —(—I ]“‘(”)n""’
- 1 IL16. Indicacidn: supdngase que existe 1+ d en la inker-

: - seccidn del enunciado; se puede poner &= &

o 0 1 —3a {—IJ"( )ﬂ"'! ttx_ tx, +--+x, Toda suma X, &
puede entonces poner también en la forma:

(¥

=

3
3)0‘ (@, + &)+ -+ (@, +x5_)+@—0+
(@ + ) + o+ (4 5,)

0 00 | 5—1;—!}"(

o 0 0 0 L IL17. U,nU,= 0. Cualquier (v, ¥ ... ¥,) & B se pue
) de poner:
Nitese que esta matriz es regular para todo a e R,
1L9. Recurrir a la base uwsual. Los dos sistemas son (Vs Vo oens ¥od = 10 e s X) H AL L 1)
equivalentes ¥ engendran el mismo espacio; una G

base de éste es la B =(E,, E, E;) donde:
t={yt+yt--+yhin ¥ x=y-1

P 1] [n 1] [n 2]
E;= E,= E = |
0 ] e 1 0 0 1 (=1 2. ... nh.
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U,nU,= Q. Para cualquier ¢  V se puede poner:

@lx) = {a + bx) + fix)

donde: 11.26.

1 1
ﬂ=£|&l’{|i+¢'{—i]| . b=i (1) — e(—1)]

fix) = gix) — (a + bx) es tal que f{1)=f-1)=0. I1.27.
a) Es independiente: la relacion £ Af(x)' =0 im-
plica £ A, f{x,) = 0 para los n puntos x, del enun-
ciado; este sistema s6lo tiene la solucion nula (su
determinante es de Wandermonde).

b v=Uel, pues Unl,=0 vy
@lx) € V se puede poner (x) =fix) + h con

todo

h =J wx)de ¥y flx)=glx)—h 11.28.
(1]

es tal que
11.29.

1
J fixydx=10

a

Recurrir a que una suma es directa si y sdlo si
d+d+ -+ aes la dnica manera de descomponer
4 en suma de vectores de los subespacios suman-
dos.

11.30.
AB=BA = (ABY =BA'=BA=AB =
= AR simétrica
AB simétrica = AB = (AB) = AB = FA'= BA

Sean f: ' — R" y g: [@" — [ aplicaciones lineales

asociadas a A v B 131,

rang (AB) = dim fg(R") . rang A =dim f(R*)
rang B = dim g(R")
gR)ch = 1" ; fle(R))cgR") = 22

A+N=AT+A'N: (A+N'=(I+A'NATY,;

; 11.32.
timese M=A"'"W-(A+ N '=4"—A'NA"!

Si;fed; A, BeM=AB"el

1 —a ac—5b
A'=|0 | -
0} 0 |

a) v, =x +2x,+3x, +x,
¥y = —dx, — 2y, + 2x,

P Tl e ST gl o

By (1, =2, 1. My (1, =1, 0, 1) forman base de
Muc (f)
(1, 0,2) y (0, I, —6) forman base de Im ().

51 existiese @+ 4 en Nuc (f) y en Im (f), tdmese
una base de Im () que incluya a 4 y hdllese una
base de Im (f=f).

1 00
ay D=
[{] 1 ﬂ]

by &=(1, 0, 0O
(3, -4, 1)
i, =(1,3),a&,=(0,1)

¢} gefno puede ser la identidad y f= g si lo puede
ser. Tomese para g: R?— R, por ¢jemplo, la
aplicacidn que en las bases (@) ¥ (&) tiene por
matriz a la traspuesta de 0.

é&=(l, —-1/2, 0, &=

a) B =(&, &, —&).
b) B'=(-

a) V es subespacio de M,_..; § es forma lineal ya
que S(AA + uB) = AS(A) + uS(B). b) a=5(A). ¢
El rango de A no se altera al sumar a una de sus
filas todas las demds; en AA ™' =fy A 'A =T mul-
tiplicar por J y recurrir a la propiedad anterior;
S=(A"")=1:8(A).

i a —hfg
g .

2. 81 h =0, no hay; si h =0, los divisores de cero

se¢ oblienen para o = = 8+—h.
3. Es cuerpo si k=10

1 Alx, X3 X3 e ) =00+ 0E+ 5E + - +
1

o et
2. M tiene dimension n; una de sus bases estd
formada por A(l, 0, ....0), A(D, 1, ..., O), ...,
A0, 0, ..., 1)
3. AL, -2, 1,0,..,0)
I [ 1 =1 0 —17
2 =1 =T =1
I =} o -1
L-=1 ] | 0
2 ro o 1+ —=17]
2 = =1 =2
0 0 1 0
L —1 0 1 0
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IL33.

11.34.

1135,

ol

00 1 0
1 0 0 =1
001 0
-1 0 1 1
3
¥ =Xt
¥; = 2, + 2oy + A,
e s 36 |
¥y =x+x, + 2x, &
¥o=—x; + 2x, +xy + 3xy
yi=x—n+3g
y2 =26} + 65 - 20§
¥y =—xtx
yy=x + 33— x
ys =i+ % + 3% — 24 +
(=1, =1, LLO) y (=1, =2, 0, 1) forman base
de Nuc (f) IL37. L
(1,0, 1,0, =1y v (1, 2, 0, 1, 1) forman base
de Im (f)
V={(a, 8.0, e B/a, B R}
I 0 1
-3 1 2
1 0 0
01 0
0 0 1
En V la nueva base (E+lx+d—1-_x?, LR
) 7 7 7
25 Tl B s
- T | 77 7 T
IL.39. 1.
a=1
1 2 -2 -6
o o 0 12 0
0 o 0 1
0 -1 0 4

Nuc (g)=0, Im (¢)=Im (f)

ALGEERA LK
12 0 0
o=| 2 -2 12
I -1 0

B:(1,0,0,00,(2,0,0, =1} (-2, 12,
(—6, 0, 1, 4

C: (1,2, 2, 1), (0, =2, —=1), (0, 1,2, 0)

a=2o0 =0
Sia#2y 8#0,Im(/H=Vy Nuc(f)
Sia=2y B+0,

Im (f)=%(2x + Bx%. B+ x).

Nuc (f)=Y(l1, 1, —1)
Sig=0,Im (f)="(x),

Nuc (/)=%((1, 2, 0), (0, a—1, 1))
Sia#2 fiS=Vinsia=2 A5=0

11 -1
o a0 1
o0 1

Nuc (=701, -1, )
Im (A =70, 1, 1), {1, 0, 00}

1 1 I -1
1 0 -1
VI
1 1 1 -1

Muc (B)=9((1, =1, 0, 0y, (1, O, O, 1}
Im (Ky=%(1, 1. 2. 1), (1.0, 1, 1D

Im (f)=Im (&) Nuc (f)= Nuc (h)

Nuc (F) = {(a, a, —a) € B /a e §],

Im (Fy={a+ 8 sen’ x/a, 8RR

Nuc () = {f e V/AD) = fi—m/2) =0},
Im (G)=R*

F 1) = [(a, a, c) e R'/a, c e R)

En R (1,0, 00 (1, L, Oy y (—1, =1, I}
En F(R*): sen® x, 1
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4. (GeFYa, b, cy=(b+c, —a+c),
Nuc (G=F) = [{a, —a, a) e B¥a e B)

Notese que f e < Im (f)e Nue (¢). El espacio
V es isomorfo al SV, Nuc (@), luego tiene di-
mensién # - o, donde d es la dimensidn de Nuc (¢).

Tomense bases en las gue la matriz de foes la
candnica (de equivalencia) C. Pongase C, =21+
+(C,—2I), donde [ es la unidad n x n; 21 ¥
C, — 21 son regulares.

Timense en V y W bases en las que la matriz
de fes la candnica (de equivalencia) C; f inyec-
tiva si v sdlo si r=n. 8i r=n, g puede ser el
homomorfismo de matriz Ch. Si g=f= i, la matriz
de f no puede tener una columna nula, luego
r=a.

Como en el ejercicio anterior, recurramos a C; f
es sobreyectiva si y s6lo si r = n. 8ir=m, g puede
ser ¢l homomorfismo de matriz CL Si feg =1, la
matriz de f no puede tener upa fila nola, luego
=,

Buscando /' de la lorma «i + 8f, se obtiene

fi=-a-u.

11.45.

I1.46.

I1.47.

IL48.

I1.49.

1150,

IL51.

Recuérdese que dim Nuc (f) +dim Im (f)=n y
que fof=o equivale a Im ()= Nuc (f).

a) glx, yz)=6x+y—2z
by Coordenadas de ¢ = (6, 1, =2)

L. @lx), X x)=x +ax,

Plx), X, Xy) = 30y + g

X, X xa) = 2xy + 2x + 2bx,
2. @il a Q) (0, 3, 1), n:(2, 2, 2b)
I oatib=1

ela)=1Lsi=j eld)=0si+j

ple, v 2)=x , @,y D=Tx—2y—3z

wln y, ) =—2ty+:
Pxy=2=2x, pilx) = —(1/2)+ 1.

Como f# o, existe §, = V tal que f(5,) # 0; se ve-
rifica que Vi) @/ =V,

Se sabe que existe @, e V tal que V()@ L/ =V,
para cada ¥ = V, existen unos inicos A e Kyie V
tales que = Af, + 4, Tdmese f(5) = A.
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HL1.

I3,

4.

Ejercicios y problemas a la parte III

ENUNCIADOS

Sea [ VxV— H una forma bilineal, en un espa-
cio vectorial real V., Compruébese que f es alter-
nada i, y sdlo si, fes antisimétrica, sabiendo gue:

+ fse dice alternada si f{%, £) =0 para todo ¥ e V.
+ [ se dice antisimétrica si f{X. ¥) = —f(¥, &) para
cualesquiera T, ¥ e V.

Sea f: V= V— K una forma bilineal, en el espacio
vectorial V de dimensidn n sobre el cuerpo K. Sea
A= [ay] la matriz de [ en una base (), &, ..., &}
de V. Determinar las transformaciones que se pro-
ducen en la matriz A cuando en la base dada se
realizan las siguientes manipulaciones:

1. Multplicar &, por A # (.
2. Permutar entre si los vectores €, y &,
3. Sumar a &, el vector A&,

Sea f: Vx V— K una forma bilineal, en el espacio
vectorial V sobre un cuerpo K. Sea Cc V un con-
junto cualquiera de vectores vy considérense los
nuevos conjunios C, y C, siguientes:

Ci=lieVifif ;)=0,¥ieC]

¥

Co=laeVifli, H=0,Vie (]
. Pruébese que C, ¥ C, son subespacios de V.
2. SiDcVestal que Ce D, hallar las relaciones

de inclusidn que hay entre C, y I, y entre C,
y D,
3. Hallar C, y C, si C= 0.

Sea V un espacio vectorial de dimensidn finita
sobre un cuerpo K y sea f: Vx V— K una forma
bilineal simétrica ordinaria (no degenerada). Dada
una aplicacion lineal ¢:V—V, pruébese que
existe una aplicacidn lineal ¢*:V—V 1al que

flei ), 7) = fIf, @*y)) para cualesquiera £, ¥ € V.

Si o V— V es otro endomorfismo, hallar (en
funcion de ¢* y de *):
(g=d)®

(Ag+ pd)*  (o%)*

IIL.5.

ILo.

I11.7.

L8,

1119,

Sea w: V— K una forma cuadritica, en un espa-
cio vectorial V sobre el cuerpo K. Si fes la forma
polar de w, compruébese que para cualesquiera
vectores i, 7 € V se verifica que:

Af(ii, £) = (i + 0) — elid — )
2| ewliz) + wif)] = wlii + ) + wiii — 0)

Sea V el espacio vectorial de las funciones conti-
nuas de B en B y considérese la aplicacidn
w: V— R, dada por:

arl ) :J‘ glx + byplx — b)dx

{a, b e B dados). Se pide:

1. Comprobar que w es una forma cuadritica,
hallando su forma polar,

2. 5i V fuese el espacio vectorial de los polino-
mios de grado menor o igual que dos, hallar
la matriz A de @ en la base (1, x, 27).

3. En el supuesto del apartado anterior y si
a=+3 y b= 1, hallar el nicleo de e« y dia-
gonalizarla.

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K sea
@ V— Vuna aplicacion lineal, sea w: V— K una
forma cuadritica. Comprobar que w* ¢ es una for-
ma cuadritica, Si V tiene dimension finita, hillese
la matriz de w= ¢, respecto de una cierta base de
V. en funcidn de las matrices M y A de ¢ v o,
en dicha base. ;Qué hay que exigir a ¢ v w para
que w= ¢ sea regular?

Sea w: V— K una forma cuadritica, en un espa-
cio vectorial V osobre ¢l cuerpo K. Sea @ e V un
veclor que no pertencce al nicleo de w. De-
muésirese que existe algin vector # = V 1al que el
subespacio (i), conjugado de @, es suplementa-
rio del (), engendrado por 7.

Sea w:V— K una forma cuadritica, en un espa-
cio vectorial V sobre el cuerpo K sea DV un
comjunto cualguiera de vectores. Pruébese que el
conjunto £¥, que forman los vectores que son
conjugados de todos los vectores de D, es un
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1IL10,

IL11.

1112,

IIL13.

subespacio vectorial (gue se llama subespacio
conjugado de D).

Sea w:K"— K una forma cuadritica no nula.
Compruéhese que aix,, ¥, ... 1)} s¢ puede expre-
sar como producto de dos expresiones lineales si,
y solo si, su matriz (en base candnica) tiene rango
unidad.

Sea V el espacio vectorial real de las matrices
cuadradas de tamafio n % . Considérese la aplica-
cion f: Vx V— R siguiente:

(M, Ny=— fiM, N)=traza (MN) —
— (traza M) (traza N)

1. Probar que §es una forma bilineal simétrica.

2. Para mn=2, hallar la forma cuadritica
w: V— R asociada a f, determinando la ex-
presion de w(M) para

X X
et &
ES A
3, Para n =2, hallar la matriz A asociada a « en
la base cuyos elementos son:

I 0 0o 00 00
ool oo |t oo
4. Para n =2, hallar el subespacio de V formado

por las matrices conjugadas, respecto de o,
de todas las matrices antisimétricas de V.

Sea Vel espacio vectorial de los polinomios rea-
les p(x) = a, + a,x + a,x* de grado menor o igual
que dos v considérese la aplicacion w: V— R,
i p(x)) = plap(B), donde o, B e R son dados.
Se pide:

1. Probar que @ es una forma cuadrdtica, hallan-
do su forma polar.

2. Hallar la matriza A en la base (1, x, x%) de V.

3. Relacidn entre o v 8 para que | ¥ x sean
conjugados respecto’ de w,

4. En el supuesto del apartado anterior, hallar el
nicleo de w y diagonalizarla.

Sea w: V= C una forma cuadritica, en el espacio
veclorial complejo V de dimension finita. Prué-
bese que existe alguna base de V en la gque la
matriz D = [d;] de e es diagonal y tiene

1, si i=r

dj.':{ A
0, si i>=r

{r=rang )

I1L.14.

HL15.

IIL.16.

I11.17.

3 s 2
D una forma cuadritica @ : B — B se sabe g

= Los vectores (0, 1, 0) y (0, 1,
gados respecto de w.

« (—1,0, 1) es un vector del nicleo de .

« afl, 0, =1, i

= La traza de la matriz A de w en la base canink
vale (. [

11 500 conk

1. Hallar la matriz A.
2. Hallar la expresion candnica de w obbens
do, también, la base en la que se consige.

Se considera la forma coadritica w: R — R
tiene por expresian (en la base candnica) &

alx, ¥, 2} = ax + (e + 3" + (o + 25+
+ 2o+ Dy + 2z + 4wz

l. Diagonalizar e, determinando la base del
diagonalizacion que se obtenga, para los d
tintos valores de o = R,

2. Hallar el micleo de w, en funcién de o,

3. Para a= —|, comprobar que los vecto
autoconjugados respecto de w forman doss
bespacios vectoriales de B

4. Para o= —1, expresar e en una hass fi
mada por vectores autoconjugados resped
de w.

Sea ¢: R xRB'— R la forma bilineal que, rep
to de la hase candnica, tiene asociada la msti

| e S T |
0 1 et
2 0 | (o e B dado)
32 0 a

1. Compruébese, hallando su matriz A {simé
ca), que w:B— R, wif)= @i © sl
forma cuadrdtica,

2. Hallar el niicleo de e, en funcion de a.°

3. Diagonalizar w, obteniendo la base de lad
gonalizacion que se de. '

4. Para o =4, hallar una base de B en lag
la matriz de w tiene nulos todos los elemel
de su diagonal; hallar también la expresioal
w(X) en esta base.

Se dice que una forma cuadritica real w: ¥
(donde V es un espacio vectorial real cualgui
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es definida si para todo vector T4 de V es
wl£) £ 0. Demuéstrese que si w es definida, en-
tonces w es definida positiva o es definida nega-
tiva.

Sea M una matriz cuadrada regular. Pruébese que

M'M es una matriz simétrica definida positiva. 111.23.

. Sea A una matriz cuadrada n = n. Hallar una con-

dicion necesaria y suficiente para gue A se pueda
poner en la forma A= MM’ para cierta matriz
regular M.

Sea w:R"— R la forma cuadritica no nula que,
en base candnica tiene la expresion:

5 o PG O Ly V- s 3

if=1
con @y, # 0 {a; = a;,). Hallar un cambio de coor- 1124
denadas (x, X3 ..o X)L oo oon ¥ de
manera que

@ ¥2 Yoo oo Y = Xt + @V cor ¥,)
con o), cuadrdtica. 5i fuese a,, =0, dese un cam-
bio de coordenadas de modo que el nuevo ele-
mento de lugar 11 no sea nulo, 111,25,
Sea e V— [ una forma cuadritica, en el espacio
vectorial real V, y sea [ la forma polar de ew.
Demuéstrese que si w es definida positiva, enton-
ces para cualesquiera @, § e V si verifica que:

A, 07 = a{@)w(0)
{desigualdad de Schwarz).
Sea Vel espacio vectorial de las matrices cuadra-

das de tamafio 2 %2 ¥ considérese en €l la base
usual, este es, la formada por:

10 01 00 0 0
oof ool {1t ol [0
Compruéhese que, para cualquiera que sea ¢ = B,

la aplicacion f: V= V— R dado por:

IT1.26.

FIM, N) = ¢ (traza MN) — (traza M)(traza N)
es bilineal simétrica y:

1. Hallar la matriz A de f en la base dada.

2. Diagonalizar e, segin los valores de ¢, obte-
niendo la base en la que @ adopte la forma
diagonal que se obtenga.

3. Estudiar, en funcién de o, si e es definida o
semidefinida.

Sea a:B*— [ la forma cuadritica que, en la
base candnica, tiene por expresion a:
WXy Xp Xy X)) =20 Haxz + 25+ ax +
+ 2 x5 + gy

Se pide, en funcion del valor que tome el pa-
rimetro a € H:

1. Diagonalizar .
2. El rango y la signatura de w.
3. Eswdiar si w es definida o semidefinida,

Determinense los valores o = B para los que
oy -, v, 2= —y+ (" =y + 2+
+ a{xx" +yy' +zz')

define un producto escalar en B Para a=1,
hallar una base ortonormal de B (respecto del
anterior producto escalar),

Hallar la relacidn que han de verificar los ni-
meros reales o v @ para que

Ty zﬂe-x:}’u + 2%, 3, + Xy ¥,) + 2'Bzxz.""z
donde
E=lx,x) e F=(y,. ¥

determine un producto escalar en B2 Para o = |
y B =2, hallar la matriz méirica & de este pro-
ducto escalar en la base (@, @) con a={(1, 1} ¥
f=(1, —1).

Sea V el espacio vectorial de las funciones reales
definidas v continuas en el intervalo [0, 1] en

V se considera el producto escalar delinido me-
diante

1
(fleg) =J Flx)glx) dx
n

1. Hallar el valor de (flg) sif v g son las fun-
ciones dadas por:

fixy=a,+ax+ -+ ax"

g(x) = by + byx + - + b, X"
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ITL.27.

IT1.28.

11129,

2. Hallar un subespacio de dimension n = f de
V que sea ortogonal a la funcién f,  V defi-
nida por f(x) = 1",

Sea V un espacio vectorial real de dimensitn
n e Ml y sea (d,, iz, ..., i) una base cualquiera de
V. Hallar, en esta base, la matriz métrica & del
producto escalar con el que la nueva base (7, &,
v £,) 25 ortonormal, siendo

g =d, &=+, H=mtiti, . 6=

En un espacio vectorial V' y respecto de una cierta
base suya (i, i, ;), se define un producto esca-
lar mediante

IF=ay + ey + 2oy Xy,
TN T XY T T 5

T=0f i, T, F= Y+ i+ i
donde e [ es el menor nimero natural posible.
Se pide:

. Hallar e.
2. Hallar un vector 4 = V que forme idngulos
iguales con los vectores de la base dada,
3. Hallar una base ortonormal (£, &, &) con la
misma orientacion gue la base dada y tal que:
= & tenga la direccidn de @ v sus coordenadas
sean positivas,

= &, tenga iguales sus segunda vy lercera coor-
denadas.

* &, lenga su primera coordenada positiva,

Sea Vel espacio vectorial de los polinomios rea-
les con una indeterminady, v, de grado menor o
igual que dos, en el que se considera la base usual
(1, x. x'). Considérese la aplicacidn f: V x V— I,

flplx) gix)] =
I
- J lapix)gix) + bp'(xigix) + elg’(x)p(x)] dy
i

donde p'(x) denota al polinomio derivado de plx)
y &, b, ce R son fijos. Se pide:

I. Comprobar que f es una forma bilineal, de-
terminando su matriz & en la base usual.

2. Hallar las relaciones entre a, b v ¢ para que
plx) =gix) = fpix), gix)] sea un producto es-
calar.

ITL.30.

IT1.31.

T2,

3. Paraa=2y b=c=1/3 hallar ¢l subesp
L ortogonal al polinomio x, hallar una b
ortogonal de U7y hallar la proyeccidn ary
nal sobre [f del polinomio x°. 1

En un espacio vectorial real V de dimensidn}
considera una cierta base (&, &, #,). Halls
matriz métrica & de un producto escalar defin
en V del que se sabe que: f

s llell=v2 y el =453
= U= {x8 + a8, + 1.8 € Vi + x, + 5=
ortogonal a V(). A
* La proyeccion ortogonal de &, + &, + & sobg
es 3&,.

iPongase la solucion en funcidn de cuantos
rimetros se precise.)

En el espacio vectorial euclideo candnico B
fi R — B la transformacién resultante de ali
sucesivamente, la rotacidn de dngulo o ald
de V0, 0. 1), la simetria ortogonal respedl
VL, 0, 0 (0, 1, 1) v la homotecia de m
ke R Se pide:

l. Matriz A de f en la base candnica.
2. Los vectores que son proporcionales 4
transformados.,

Sea V oun espacio vectorial cuclideo tridimens
nal y sea (&, &,, &) una base de la que s¢
que:

& =1,

2 8 =1,8-8,=2 ¢ &5
a=2¢& — & es ortogonal a ¢, ¥ a &,

. Hallar la matriz métrica G del produciy &
lar en la base dada. '
2. Calcular una base orlonormal (3, fiy
de V. A
3. Bif:V—Ves la transformacién definida

IfaE) =24, - 246, + i,
Iii) = ail, + &, — 24,
imy) = ba, + cid, + 2w,
calcular los nimeros reales a, b v ¢ i
que f es ortogonal. Hallar el dngulo que

man los vectores f(&,) ¥ fie.) v la ma
en fen la base (&, &, &).
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. Sea V un espacio vectorial euclideo y sean U/ y
U/, subespacios suplementarios de V. En /| hay
definido un producto escalar (+); en U, hay defi-
nido otro producto escalar (=), Pruébese que existe
un dnico producto escalar en V cuyas restricciones
a U, y U, son los anteriores productos (+ y =) ¥
que convierte a U, y U/, en subespacios ortogo-
nales.

En el espacio vectorial euclideo candnico [, se
considera el subespacio U que forman los (x, x.,
Xy, Xy X5) que verifican a:

nxntan—x=0
Nt —xn—d4r—ax=0

2, -3+ —2,=0

Hallar una base ortonormal de U y otra del subes-
pacio [, suplementario ortogonal de U7, Hallar
también las proyecciones ortogonales de =
=(1,0, 0, 0, 0} sobre I/ y sobre L',

En el espacio vectorial euclideo candnico B, se
considera el subespacio

U= {{x,, x5 55 %) s B x, +x, = x;, + xy)

Hallar una base ortogonal de £/

De entre todos los vectores unitarios 4 que
forman dngulo de 60° con (1, 0, 0, 0) y con
(0, 1, 0, 0), hallar aguellos cuya proyeccion
sobre U7 tene la menor norma posible,

b =

Sea V un espacio vectorial euclideo, en ¢l que se
consideran dos subespacios cualesquiera U y U,
Se pide hallar las relaciones de inclusidn que exis-
ten entre los siguientes subespacios:

. (U, +U) yUinls,

2 (UnU,)* y Ui + Uz,

. (Uynly)yt vy Uy +Us st Votiene dimension
finita.

Sea Vel espacio vectorial de las funciones reales

definidas v continuas en el intervalo [0, 27, en
el que se considera el producto escalar

(fley= J fix)gix)dx

Considérense las siguientes funciones f, € V (para
p=0,1, .., 2o}

IT1.38.

LY.

IL40.

1141,

Jokx) = ay, filx) =a, sen x, fi(x)=a, cos x
Filxy = a, sen 2y, filx)=a, cos Ly, ..,

fon—1lX) = ay,_, sen nx, [, (x) = a,, cos nx, (a, # ()

I. Comprobar que el sistema que forman estas
funciones es ortogonal y hallar los coeficien-
les a, para que sea orlonormal.

2. Hallar la proyeccidn ortogonal sobre el subes-
pacio que engendran dichas funciones de ca-
da una de las dos funciones:

Plx)=x ¥ x)=x

Sea f:V— W una aplicacidn entre los espacios
vectoriales euclideos V y W. Compruébese que si
f conserva el producto escalar, entonces f es li-
neal.

Sea f:V— W una aplicacidn entre los espacios
vectoriales euclideos V y W. Compruébese que si
fes lineal v conserva las normas, entonces f con-
serva el producto escalar.

En el espacio vectorial V de las funciones conti-
nuas de [—1, 1] en B, considérense los dos pro-
ductos escalares:

]
L. (flo= [ fix)gix)dx.
I

2. {f. g}=J Of(x)gix) dx.

Sea F:V— V la aplicacidn lineal definida por
F(f)x) = xfix) para x e [0, 1]. Se pide:

1. Comprobar que {,) es efectivamente un pro-
ducto escalar.

2. Analizar si F es una aplicacién ortogonal del
espacio euclideo (V, {, Y) en el (V, ().

3. Analizar si fes una aplicacién biyectiva.

Sea V el espacio vectorial euclideo candnico [
sea (€,, &. &) la base candnica de [°. Sea W el
espacio vectorial de las matrices reales de tamaiio
3 % 3, en el que se considera el producto escalar:

{A, By =1 traza (AB")

I.  Analizar 5i existe alguna aplicacidn ortogonal
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I11.42.

I11.43.

111.44.

I11.45.

V=W tal que fie,)=M,, A&)I=M, ¥
fig) = M,, siendo

0 1
M=|-1 0
0 0

0 0
M,=|0 0

0 00 1
0 M.s{nnn
0 -1 0 0
0
|
0 -1 0

2. Obtener la expresidn de fix. v, ).

En el espacio vectorial euclideo candnico [, se
considera un subespacio U/; sea U el suplemen-
tario ortogonal de V.

. Sif:R"—[R" es una transformacidn ortogo-
nal, analizar si /{07 ) es el suplementario or-
togonal de fiLf).

2. Sifi:U—=Uyf,:U"—U" son dos transfor-
maciones ortogonales, comprobar gque existe
una v s6lo una transformacion  ortogonal
F:R*— R" 1al que sus restricciones a U y a
U son f, ¥ fu. respectivamente,

Sea V., un espacio vectorial euclideo de dimensidn
2 y sean d,, d,, d; €V, 1ales que cada dos son
independientes y 4, +d,+ d, =4. Se considera
un endomorfismo f: V — V, tal que llfAa)ll = llall
parai= 1,2, 3. Pruéhese que:

1. fia)-fla)=d,-daparai=1,2,3vj=1,2, 3.
2. fes una transformacién ortogonal.

Sea [ R — R el giro de 60° alrededor de la recta
generada por el vector &= 1(1, 1, 1). Hallar:

1. fié,). fiés) y f&;), siendo (€, &,. &) la base
candnica de B

2. La matriz A de f en la base candnica, com-
probando que es ortogonal directa.

3. La matriz B de fen cualquier base ortonormal
(i, A, ii,) en la que &, tenga la direccidn y
el sentido de @= (1, 1, 1).

4. Eldngulo @ que deh-e formar un vector i con
el vector @=(1, 1, 1) para que 7 y f(5) for-
men un dngulo a d.idn, jeomo debe de ser o
para que exista solucién?

En el espacio vectorial euclideo candnico R, se

I11.46.

111.47.

HIL48.

11149,

T1L.50.

considera ¢l endomorfismo f: B — R que
pecio de la base candnica, tiene por matnz

0 =1 ,."\.'r Zr\I'E
A=|1A3  IN3 IN6
IN2Z —1AB —1M6

1. Comprobar que f es una transformacidn g
gonal, analizando si es directa o inverss
2. Hallar los vectores e R® tales |
fr) = +a.
3. Comprobar que fes producto de una rog
por una simetria respecto del plano ong
al eje de la rotacidn; hallar la simetra}
rotacion.

Sabiendo que la siguiente matriz es --_.-'
que a ¥ x son positivos, completar dicha mal

1,2 16 a x
12 1/6 b y
1/2 12 0 ¢z
1/2 —5/6 0 1

Sea fi Vo= V; una transformacion onogo

el espacio vectorial euclideo V5, de dimensit
5i la ecuacidn f(i#) =  no se verifica para ning
i e V.. pruébese que entonces J no es unay
cién, pero si lo es f° = f= f. Describir f* en fun
de f. Analizar si, para algin n e P, la transho

cion f* = fefo.l o f pucde ser la identidad. :

Si @, ¢ y W son vectores de un espacio vec
euclideo de dimension 3 orientado, demostrar
se verifica la siguiente relacidn {doble prod
vectorial ): ’

EA(EAW)= (G- W) — (0 - W)

Si 6, &y w son tres vectores de un espack’
torial euclideo de dimensién 3 orientado, de
trar que se verifica la siguiente relacion (ide
de Jacobi):

GAEAW)+ TAOTAG+ WA (AL

Si @i,  y W son tres vectores de un espacio
torial euclideo de dimension 3 orientado,
bar que para el producto mixto [d, 7, W] &
fica que:
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Nal> 7-a w-@
la. e, wl=|a-¢ |el* w

i-w f-w |l

IL51. Sean @ y © dos vectores del espacio vectorial
euclideo de dimension 3 orientado Vi, Sea
fiV;— V, una transformacion ortogonal. Hallar
Sl@y Af(T) en funcidn de dA @

Sean @ y ¢ dos vectores de un espacio vectorial
euclideo de dimensidn 3 orientado. Demostrar que:

lha a8l + (@ - 5 = Nl

IIL53.

En un espacio vectorial euclideo V tridimensional,
se considera la rotacidn f: V— V alrededor de la
recta R/ engendrada por un cierto vector unitario
€ y de dngulo #. Se pide:

I. Hallar la imagen f(#) de un vector & ortogo-
nal a &

2. Hallar la imagen f{i) de un vecior cualquiera
eV,

3. Si V es el espacio candnico B, 5i 6 =45y
si R ="(2, |, —2), hallar f{¥), donde 7 es un
vector cualgquiera de B
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IIL.1.

1.2,

L3,

1114,

LS.

IL6&

I11.7.

1115,

SOLUCIONES

Recirrase a que fid + 7, £+ ¥) =0 para cuales-
quiera &, ¥ e V.

. Las primeras fila vy columna de A quedan
multiplicadas por A (a,, pasa a A’a).

2. Se permutan entre si las primera y segunda
fila y, también, las primera y segunda co-
lumnas.

3. A la primera fila se le suma A veces la se-
gunda ¥ a la primera columna se le suma A
veces la segunda.

C.aD, GaD, C,=C,=¥.

Tomese una base en V; sea A la matriz de w; sean
M, M* N y N* las matrices de ¢, ¢*, r vy o*. Es:

ME=A""MA (MN)* = N*A*
(AM + uN)* = AM*+ uN* (M*)*=M
(@2 f)* = f¥Feop* (Ag+ pl)*= Ag®+ ui®

(gF)*= ¢

Rectirrase a que wid £ ) = alfi) + wi i) = 2f(d, 7).

. fle. )=
éJ" [@lx + Blylx — B) + lx — b)flx + b)) dx
2. 2a 0 a4+ 2ab’
A= 0 ig'—2ab’ ]
ia’ + 2ab 0 ia'+ 2ab’

3. Mw)=Vix)

Diagonal (243, 0, —12+/3/5)

Base de diagonalizacidn (1, x, —2 + 1%

M'AM; para que =@ sea regular es necesario v
suficiente que ¢ sea bivectiva (automorfismo)
¥ o sea regular.

Existe # no conjugado de . Para cualquier £ e V,
pongase = Af+ (f— Af) y hillese A = K para
que ¥ — A sea conjugado de &

L9,

IIL.10.

IIL11.

1I1.12.

I1L.13.

ITL.14.

f¥ es el subespacio interseccion de los
cios conjugados de los vectores de [ esio

= %xn

fald

w(®) = X'AX = (X'CUFX) =X (CFX y CF t
rango 1.

51 rang A= 1, entonces A = CF para ci
Cedl,, vy Fedll,,.

2. wolM)=2rx, —2xx,
3 00 0 -1
§= 0 0 1 0
01 0 0

=1 0 0 0

4. Subespacio de las matrices simétricas.

L. fiplx). gx)) = L[ pla)g(B) + p(Bigla))

2 a+p a’+
2. A=l| a+p8 2af afic+f
o+ 5 afla+ B 2ot |
3. a+f=0

4. Sia#0, Ma)=Y?+1),
Si a=0, Mo)="(x, ).
Diagonal (1, a®, 0), base (1, x, —a” + )

Sea (@, .., i) una de las bases en las que
matriz A = [a] de o es diagonal. La base pedidy
puede ser la (&, ..., £,) siguiente:

é&=(1\ai, si i=r

=0, si i=r

(néitese que, en general, o, serd un nimero com:
plejo).

i =
l. A=]| =2

2
& =2
1 2

2. w(f)=x] — 13 en la base (&, @ @)
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MX

=

n=

d =100

i, = (26, 1116, 0)
a=(—1,0,1)

Diagonal {1, & — .. a + 1); base ((1, —1, 0},
(2, —1, 03 (1, —1, 1))

Si a=1, Mw)=V(2, —1, 0). 5i a=—1,
Mao)=7(1, —1, 1). 8i a#1, — 1, entonces
M) = (0.

(x— 2 E2y + =0

Base ((1, —1, 1), 2, 1, 0%, (2, —1. O,
X} = —Bxpig.

I 1 0 0

1 1 1 0
A=

01 1 1

001 o

Si a0, Mw)=0.

Sia=0, Mw)=7(1, 1,0, 1)

Diagonal (1, 1, =1, o).

Base (d,, i, i, i), donde:

=110 010 . i=(0,0 1,0
@11, =1, i, =1, =1,0, 1)

(B, + iy, 0+ iy, 200+ 3y, i+ 2‘“: + 3”3 + o)

aE) = —2xyay — dogxg — Ay, — dxpx, —

= 2xpk, — Axak,

Supdngase wiii) =0 y w(f)=<{. Bdsquese un
F=Ai4 0 ¥4, tal que w(X) =10,

(MMY=MM. 51 X#0 ¢s matriz columna,

# 0 y, por ello, (MXMMX)=0 si X+0;

luego X'(M'MHX == 0 para todo X # 0.

La matriz A ha de ser simétrica y definida posi-
tiva.

1
YW (apy,t-tagy) =)y, pana
fa,

i=23 ..,.n

NEYL H=H ¥ =y parai=3 .0

Reciirrase a que aiAid + 0 =0, ¥A =R,

111.22.

II1.23.

IT1.24.

c—1 0 0 =1
00 ¢ 0
LSS 0
-1 0 0 ¢—1

2. Diagonalizacién para c = 1:
Diagonal: —2, 2, 2, —2.
Base:

I —1 0 0o o o] [1 1
o ol |t =1 {1 1 |o o
Diagonalizacion para ¢ #= 1

Diagonal: ¢ = 1, 2¢, —2c, ofc — 1)c — 2).
Base:

o of [ o} [7 7o} Lo 12

3. Munca es definida; semidefinida negativa si

c=10,

1. 5i a=0, diagonal (2, 6, 2, —2) vy base (i,
iy, fiy, #,) donde:

a=(.000 , =(—-1020
H=00, 1,00 , 5=0 -1.,01

Si a#0, diagonal (2, 6, a, (a®— La) v
base (i, #,, i, &,) donde:

g,=01,0,0,0 , &=(—1,0,2,0
a,=(0,1,0,0) , &= —1,0 a)

2 Silel=1, rang w=4 y sigw=I(3 1)
Siae=l rang w=4 y sigw=i4 0L
Sie=1rang =3 y sigw=(3 0
Siog=—1,rang w=3 y sigw=(2, 1)
Sie<—l,rang w=4 y sigw=1(2,2).

3. @ definida positiva sii o = 1; @ semidefinida
positiva sii o = 1.

Segiin el criterio de Sylvester ha de ser o =0,
Diagenalizando por congruencia se obtiene (entre
otras muchas) la base (£,, &,. &,

5 -2 2 I o0
Gl =| -2 2 =l 01 0=
2 -1 210 01
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1 0 0 0 0 1N2
=0 1 0 0 246 166
0 0 1| 3421 2521 -2421

ofog) ool

gEEE

IIL.25, Segin el criterio de Sylvester ha de ser o + S.

n A ab

(fla=X ¥ —L-

IL26. 1. -
=0 j=0 1 +1+J

2. Las siguientes n funciones f, = V son orogo-
nales a fi: el subespacio que engendran es
solucion;

)=+ pi! = (n+p+ 1

p=1,2, ... 1

IIL27. 1 00 -« 07

-1 1 0 0

0 —1 1 0

G=

L 0O 00 k]

1 =1 0 - 0]

0 1 -1 - 0
0: 0 e L

oo o0 1]
I -1 0 0]
=] 3 -1 V]

I11.28.

111.29,

1IL.30.

I11.31.

II.32.

1. Segin el criterio de Sylvester, o =2,
2. a=3a+ (2 - D, + 2+ Da,

(6, + 3, + 5i,)

& =—= (114, — T, + 54,)

3

e 10a
30k 10a 108+ 20c
10a 20864+ 10c L]

2. b=c,a=0, a>I18p.
3 U={o+px+ y_:.:..-'a'+2,5+'y=l]}

ST

una base orogonal de [:

(1=2 1+ 2 — 59

Proyeccion: — 1x+ +*,

X 2 2
G=|2 3 4| para a=6
2 4 o
I kceos ¢ —ksena O
A= 0 0 k
k osen o kcos o 0

2. (Acosa, Alcos e+ 1), —A (cos a4 1)),
A=l

0, p, —p) .

(a, b, B)

pel
a bel

1. 1 00
G=|0 1 1
01 2

2. 0, =8, 1, =&, i1, =& — &
1S En T En iy = €37 €

L a=2b=1,c=2
ﬁi‘lg {ﬁf_|}l ﬂ53}1=9ﬁ°

& X3
3
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Dados £, ¥ & V, se puede poner de manera iinica
I=f+f e F=F,+F con T, F el y &,
¥, € U,. El producto escalar pedido ( - ) estd defi-
nido por e ¥ =X, ¥, + L2 ¥

Una de las muchas bases ortonormales de U y de
U son las (@, ) y (é,, &, &) formadas por:
IT1.36.

&=(1/2,1/2,1/2,0, 1/2)

(2/3,0, —2/3, 1)3, )

& =100, 142, 0,0, =142

& =(—1/3+2, 0, 1132, 4/32, 0)
&=(-1/2,1/2, =1/2, 0, 1/2)

IIL.37.

Proyeccion sobre U

|

Proyeccion sobre U

o t-i

(8]

tad | b2

2H e

a8 9
36" 36

gl

9
' 36"

o, {n -9 7 -8
ol a = E. 3(}1361 3{}-

=1
36

pucde ser la

11138,

1. Una de las muchas soluciones
(€, €5, &) con

&=(1,0 1, 0) LIL39,
&=(0,1,0,1)
t_'_1.={|. 1, =1 —l_}
111440,
2. a=(1/2, 1/2, cosa/\2, sena/y2) ha de ser
tal que haga minimo a 5

+I+ﬁ SEM (¥

: 1141,
4

|I+\.I"5_cma§ -
| 4 )

\,"E cnacr—\.l"i sena

3 —
o &
8 >

=?+sa:n2cr
b

lo que ocurre para a=374 y a=—mw/4,
luego

»

=]
]

[

[

':%1

P

]
{%l &s %1 _b

{Ul + Uz}l - U|- I"'I U'_.!‘
(U,nU)Y s Ut + U
(U,nU)'=U} + U;

A3

a

b =

L. ay=1A2m a,= N7 (@>1)
2. Proyeccion de yfx):

2 2 2
i i —
]senx 3 senlx+3 sen 3x +

+{—I]|""Esennx
n

Proyeccion de i x):

T cosx cosly cosdx
—— —_ - _+
3 1* 2* 3
COs X
+(=1y =
"

Compruébese que la norma del vector
SOAT + pi) — AfiE) — ufiF) es igual a la norma
de (Af+ u¥)— Af— u¥ ¥y que, por tanlo, es
nula.

)= lla + I -

Compruébese que 4ia -
= ¥; tdmese después

lla — B~ lWomese d=7Ty i
a=f(x)y b=f(y.

b
¥

2. Fesortogonal (lineal y conserva el producto
escalar).

3. F no es sobreyectiva; fix) = 1 no es imagen
por F de ninguna funcidn continua.

1. Como (&, &, &) es una base ortonormal y
(M, M., M.) es un sisiema ortonormal (se
comprueba ficilmente), existe la aplicacidn
ortogonal f

i

0 Xy
fx,p2)=|—=x 0 z

|
ra
=
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.42

11143,

11144,

111.45.

R

5i, ya que fI)LAU") y dim fit)+
+dim f{U/*) =dim U+ dim U* =n.

VieR", r=f,+5 con f el y 5, e U
{descomposicidn dnica); fif) = fi(%) + fL(5).

Aplicar el «ieorema del coseno» de los tridn-
gulos (@* = b + ¢* — 2be cos A).

Refiérase [ a las bases (d,, &), en V, origen,
y (fia,), fla)) en V, imagen; la matriz de f
es la identidad; las matrices métricas son
iguales,

flE)=1(2/3,2/3, —1/3)
A&)=(=1/3,2/3,2/3)
fig)=1(2/3, —1/3,2/3)

23 -13 23

W=l wm B8 gn) EAEE
—, o o o o
A=
-3 23 243 et :
12 =372 0
B=|+32 12 0
0 0 1

COSs &‘;v‘E cos e —1 . a=solf

AA=1 y det A=
INVErsa, i
d=p(3-2, 1+y2-6, 1-v2) pam
pel
El gje de giro es la recta engendrada por .
El plano de la simetria es el ortogonal a @,
El dngulo de giro « es el dngulo
dng (7, fir)), donde 7 es ortogonal a @, por
ejemplo :"={~.,|"I2, 1. I}

—1, luego f es ortogonal

TILA40.

TL47.

1148,

1149,

50,

IIL.51.

II1.52.

IT1.53.

a= 12 b=—1A2, x=1/2 7= -3} 5

f es la composicion de una rotacidn, de
dngulo & v alrededor de cierta recta R, &
de la simetria respecto del plano perpends
R f* es la rotacién de dngulo 2e al
La transformacidn /™ es una rotaciin
ne; ha de ser 27/ racional.

Poner i = AF + uw + v(F A W) y recurriral
ejercicio del Capitulo 8. -

Recirrase a la formula del problema anter

Recurrir a una base ortonormal, poner [§
en forma del determinanie de la matriz de
denadas v recurrir a que [, £, w]° es el de
nante de dicha matriz por su traspuesta,

JUE) A (F) = (det ) (d A D).

Recurrir a coordenadas en una base oron
directa.

. flig) = cos B + sen B(& A i)

2. fivy=(5f-&F+cosd |§—(%-&e+
+ sen Né A L)

3. Sif=(x, x, 1) ¥ T =(x], 23 x3), 88

] 8+52 a4+42 -840
Hl=—| 4-8/2 2+8,/2 4%

18 e ;
X ~8+42 -4+32 348
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ALGEBRA L

IV.1.

IvV.2.

V.3

V.4,

IV.5.

IV.6.

Ejercicios y problemas a la parte IV

ENUNCIADOS

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita y
sean U, y U, dos subespacios suplementarios de
V, de dimensiones p y g. Hallar los autovalores
del endomorfismo, f: V— V, proyeccion sobre U,
paralelamente a L.,

Sea A un autovalor de un endomorfismo f: V— V.
Compruébese que A7 es un autovalor del endo-
maorfismo =1, 8i f es un automorfismo, pruébese
que 1/A es un autovalor de ',

Sean A y B dos matrices reales, ambas cuadradas
v de igual tamafo. Compruébese que:

@) Si una, al menos, de las matrices A o B es
regular, entonces AB y BA tienen el mismo
polinomio caracteristico.

by 51 Ay B, ambas, singulares, entonces AR y
BA tienen, también, el mismo polinomio ca-
racteristico (indicacion: recurrir al resultado
anterior aplicado a A y B = B + £l y hiillese
luego que £ tiende a cero).

Sea A una matriz cuadrada real de tamafio n * n.
Si noes par y det A < (), pruébese que A tiene, al
menos, dos autovalores reales.

Hallar los autovalores y los subespacios propios
del endomorfismo £: B'— B que, en la base ca-
nonica, tiene asociada la matriz A:

1 1 0
A=|3 -1 6
1 -1 3

Analicese si f es diagonalizable.

Hallar los autovalores vy los subespacios propios
del endomorfismo f: B — [ que, respecto de la
hase candnica, tiene asociada la siguiente ma-
triz A:

Iv.7.

IV.8.

Iv.9.

I A =l
A= 1 1 1
=1 A 1

Analicese si fes diagonalizable.

Hallar los autovalores y los subespacios pry
del endomorfismo f: V— V (donde V es un#
cio vectorial real de dimension 4) que, en i
base dada (€,. &, &. &) de V. tiene asociad
siguiente matriz A:

3 30 |
=1 =1 1 =]
A=
1 21 1
2 4 0 3

de la matriz A, de tamafio n x o conn=l

1 +a | | IR I
1 1+a - 1
1 1 1+a 1
('1 =
B | | I | +a.

Analicese si A es diagonalizable por semeg

Sea V un espacio vectorial real de dimensi
en el que se considera una base B = (i, i
en dicha base, las coordenadas se denotan p

X5, Xy De un endomorfismo £V — V se sabey

= El vector 6@, + 24, + 5, se transforma,
en si mismo.

o U={deVidy+1lx,—
pacio propio de f.

* La traza de la matriz A de f, en B, es igual

Tx, =0} es ung

a)  Hallar los autovalores de f
£y Hallar la matriz A de f en la base £.
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¥.10.

Hallar todas las matrices cuadradas, de un cierto
tamafo # x n, tales que A =P AP para toda
matriz regular £, de tamafio n x .

Dada una matriz cuadrada A, sea A" la matriz
que resulta de permuotar, en A, las filas i-ésima y

J-ésima v también las columnas i-ésima v j-ésima.

Analizar si A y A" son semejantes v, si lo son,

hallar una matriz regular P tal que A" = P 'AP,

Sean A y A’ dos matrices semejantes ¥ sea P ouna
matriz de paso, A' = P~'AP. Caracterizar, en fun-
cion de P, a todas las matrices @ de paso, esto es,
tales que A" = 0 'AQ.

Comprobar gque la siguiente matriz coadrada A es
diagonalizable en C y obiener su forma diagonal:

Se dice que una matriz cuadrada A es nilpotente
si existe & = R tal que A* = @, Pruébese que una
matriz cuadrada A, de tamafo n = i, es nilpotente
si y s0lo si A =0 es el dnico autovalor de A, con
multiplicidad n.

Sea V=V un endomorfismo diagonalizable
idim V=mn) v sea (., i, .., &) una base de
V formada por vectores propios de f Si es
il =i, + i, + -+, compruébese que los vec-
tores

E, =i, &= f(i@), & = (fof)E) =20,
. E" =-II|.'(nr “{II}

IV.19.

forman una base de V.

Sea A la matriz real, dependiente del parimetro o V.20,
2o 4+4 1—a —2u—af
A= 0 4—a 0
0 V] 4 — o’

a) Obtener los valores de « para los que A es
diagonalizable por semejanza.
by Diagonalizar A para @ = | y para & = 2.

Iv.17.

1v.15.

Sea f:R'— R el endomorfismo que, respecto
de una base dada (£,. &, &), tiene asociada la
matriz A:

l+oa —wo ¥
A=]24+a —a a-—I (ax = )
Lz —1 0

a)  Obtener los autovalores de A, comprobando
que no dependen de .

b} Obtener los subespacios propios de ) en fun-
cidn de e, ¥ estudiar si £ es diagonalizable.

¢} Cuando f sea diagonalizable, hallar su forma
diagonal ¥ la base correspondiente.

Sea f: R — B un endomorfismo del que se sabe
lo siguiente:

+ fes diagonalizable v sdlo liene dos autovalores
distintos.
= fil7y =V, siendo

U=fix. v, el ix— 2y —z=10}

V=YL 0 1) (—1, 1, 1}]

= A, =—1 es un autovalor de f v uno de sus
vectores propios pertenece a LU,

* (1,0, =17 es un vector propio de vy estid aso-
ciado a un avtovalor simple.

) Hallar la matriz A de f en la base candnica,
en funcidn de cuantos parimetros sea preciso.

By Si en B se considera el producto escalar
candnico, determinar § para que sea orlogo-
nalmente diagonalizable,

Sea A una matriz cuadrada de tamafio n %, Si
A es antisimétrica, pruébese que sus autovalores
son nimeros complejos imaginarios puros o, bien,
son nulos.

En el espacio vectorial euclideo candnico By
respecto de una base orionormal {7, &, &), se
considera un endomorfismo del que se sube gue:

. fle,) =38 + 22, + 2&, fl&,)=2¢ + 26,
* La matriz A de fes simétrica.
* g=2¢ — 28, — &, ¢s autovector de f.

a)  Hallar A v los autovalores v los autovectores
de f
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Iv.21.

Iv.22.

IV.23.

i) Diagonalizar ortogonalmente [, determinando
una base en la que se obtenga dicha diagona-
lizacian,

En ¢l espacio vectorial euclideo candnico Ry
respecto de la base candnica se considera el en-
domorfismo /2 [B — B definido mediante

' =—x+2v+ 2z
Lz'), siendo 43y =2r— v+ 2z
' =2x+2v—2

(x, v, o ix' .1._.

a)  Razonar si f es orogonalmente diagonaliza-
ble.

B Razonar si fes una transformacion ortogonal.

¢} Hallar los amovalores v los subespacios pro-
pios de fo

) Hallar la forma diagonal de v una base
ofonormal correspondiente.

¢} Describir geométricamente la transforma-
cidn f

Sca V un espacio vectorial cuclideo de dimensidn
3y sea (€, &, &) una base ortonormal de V.
Considérese el endomorfismo 2 V—V que en la
base dada tiene asociada la matriz:

a B 0
A=y a B| (a B yel)
0 v «

a)  Hallar la relacion que debe haber entre los
parimetros e, 5y ¥ para que § admita un
autovalor triple.

by Suponiendo que @y >0, hallar los autovalo-
res v subespacios propios de f (recirrase al
parimetro h, siendo i = 28y).

) Ruzonese si para algunos 8 v ., la matriz A
es ortogonalmente diagonalizable,

Die la siguiente matriz A se sabe que A, = 1 es uno
de sus autovalores v gque (1. 1, 1) es un vector
propio de A asociado al autovalor A

I 2 o
A=|2 1 8#
2 2 o

a)  Hallar e, 3 v .
b1 Hallar los autovalores y los subespacios pro-
pios de A

1v.24,

Iv.25.

V.26,

¢} Comprobar que A es diagonalizable y hlke
su matriz diagonal [
d)  Analizar si A es orlogonalmente diagonaliz
ble y. en caso afirmativo, hallar una malnd
ortogonal £ tal que D= P AP '

En el espacio vectorial euclideo canénico B's
considera un endomorfismo 7 — 1B del ques
sabe gue:

« La matriz A de f en la base candnica es &
méirica.

+ El subespacio V72,
propio de f 4

s Los vectores (1, 0, 00 v (0, 1. 0) se transform
respectivamente, en los vectores (3, 2. 21
(2,2, 0.

i) Razonar si f es ortogonalmente diagonalis
ble y si es una transformacion ortogonal,
b1 Hallar los autovalores v los subespacios pe
pios de f |
) Hallar la forma diagonal de j v obiener, 51
posible, una base ortonormal de [ en la .|§_'
f tome dicha forma.

—2, — 1) es un subespai

Sea dada la siguiente matriz Ale):

1 I | 1
1 | -1 -1
Ala) =
Je. =] 1 +a =l-=n
1 -1 I+ ex | — o
(e = [ dado).

gl Hallar los autovalores de Afe),
By Hallar los valores de o pdrl los que Ala)
dingonalizable por semejanza.
) Analizar si Ale) es ortogonalmente dia -n'
lizahle (con el producto escalar candnico)
ra algin valor e, de o v, si lo es, obien
la correspondiente diagonalizacion (esto
forma diagonal D v una matriz ortogonal
cambio, 0= P 'Ale 1)
d)  Describir geométricamente la transf
iR — B que, en la base candnica, fi
asociada la matrize (1/2)A0).
¢)  Hallar el menor valor natural de b pamd i
la matriz € = A0} + W es matriz métric |
un producto escalar,

Seu w: B — B la forma cuadritica dada
par

elx, ¥, 2} =5 — 2xy — Zxz — 2yz
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Diagonalizar ortogonalmente la forma cuadritica
w (en B se considera el producto escalar cand-
nicao).

Sea w: R — R la forma cuadritica que, en la basc
canénica de B, tiene asociada la matriz simétrica;

12 =3 =i
A= =3 | 1
—1 I 3

Hallar una base ortonormal de B (con el producto
escalar candnico) en la que la matriz D de w, que
también se pide. sea diagonal.

Sea A una matriz simétrica real y sean o y 3 el
menor ¥ el mayor de los avtovalores de A, Lla-
mando A'(R) = A = &, hallar los valores de /i para
los que A'(l) es definida positiva, definida nega-
tiva v no definida.

Diagonalizar ortogonalmente la siguiente matriz
simétrica A, hallando la correspondiente matriz

1v.30.

IV.31.

diagonal £ y una matriz de paso ortogonal P, esto
es, tal que P'=P'y D= P AR

1
1

- D

I
21
I: 32
L%

bk =

Analizar si A es definida positiva,

Sean A y B dos matrices cuadradas simétricas,
ambas de igual tamanio. Si los autovalores de A
estin en el intervalo [a,, a,] y los autovalores de
B estin en el imtervalo [, B, pruébese que los
autovalores de A+ B estin en el intervalo
[a, + by, a, + b,).

Sea V oun espacio vectorial real de dimensidn [i-
nita y sea f: V— V un endomorfismo. Obiener una
condicidn necesaria y suficiente para que exista
un producto escalar en V con el que f sea un
endomorfismo simétrico.
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Iv.1.

Iv.2.

V.3

1v.4.

IV.5,

I'V.6.

Iv.7.

V.S

SOLUCIONES

A= | (con multiplicidad p) ¥ A = 0 (con multipli-
cidad gh
A=A = (f<f)5)=
fB=Aaf=F=A""0
a) det (AB— Ay =det (AB— AR 'Ry =
=[det (A — AB™ ") det B=
=det B [det (A— AR )=
=det (BA— ABB ") =
=det (BA — AN
by det (AR 4+ B — AN =det (BA+ &8 - Ah, al
tender £ a cero, como los coeficientes de
estos polinomios varian continuamente con £
ison funciones continuas de £), se obliene que
det {AB — Al = det (BA — Af). Nétese que si
A F 0 es el avtovalor de B més praximo a (0,
entonces B es regular para (0 <2 £ |A]
El polinomio caracteristico p(A) de A es tal que
pl=det (A)=<0 y plA)— += para A— —ox;
por tanto, piA) tienen, al menos, una rafz positiva
¥ otra negativa,
A, =0, Jl3= I, A,=2

=0 = V(-
Vi =101,

..... 2), Vo =2, 0.-1),
I,{]}.

Fes diagonalizable,

A=2doble ¥y A=—1 simple
H=2 =V, 0, 1), (1, 1, 09,
Vicci= V0 k=1s1):

fes diagonalizable. :

A, =2 doble
Viea= '}lll.:.éj -

¥ A,=1 doble
étéeg+ 28,),

Viei =V (&, &, — &, + &, + &),

S o es diagonalizable.

A, =@ von multiplicidad »n — 1
A, =a+n (simple)

Iv.9.

Iv.10.

Iv.11.

1v.12.

V.13

ALGERRA
X,
Vizut 2 tales que  x) + x, + o b g =l
e
X
Vicasa: xeR)
X

A es diagonalizable por semejanza.

a) A I. Az = A,
A, A=A =12

) 'Iru = ’Hu) con u{ﬁ 2 5); V., = V{5, wig
i(_-'r 0, 2) y w(l1, =2, (). En la base (i}
la matriz es dingnnnl, cambiando de ;-:-;';_;

A+ A+ A =S,

tiene:
4 66 —42
A= 4 24 —14
10 55 -—-33

i# ) de PA = AP se deduce que ¢l elementn,
lugar i, § de A es nulo {con § # ). Las matrices
pedidas son las matrices escalares {licnen o
fuera de su diagonal).

Ay A" son semejantes: P es la matriz que e
de permutar las columnas i-ésima y j-ésima de!
matriz unidad,

= RP, donde B es una matriz regular que
muta con A.

det (A — Af)= A" — I, que tiene n raices distin
en T, luego A es diagonalizable en C. La n':_
diagonal es: '

A
A D
D= '
i
A

2ir 2
A, = cos L + i sen g (para j =1, 2, .all
" 0" i

(i es la unidad Imaginaria).
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Si A= y A es autovalor de A, existe X ¥ (} tal
que AX = AX, luego AX = A*X, luego A = 0.
51 los o autovalores de A son nulos, recurmiendo

a la forma triangular Tde A (es A=P 'TPcon T

triangular; la diagonal de T esti ocupada por los
autovalores de A), como la diagonal de T tiene
todos sus elementos nulos, es T"=0, luego
A"=0.

De ser aé, + a.éy + -+ af,=a, seria (A=
= autovalor de f):

oy oA, T oAl e Al =0

y este polinomio de grado n — 1 tendria # raices
(los autovalores), luego sus coeficientes serian
nulos,

a) det (A—AN=[d4—a®)— Al(2a+4)— A]-
S[4 — @] — Al

A=d4—a, A=2a+4, A =4—a
Para & = (), f no es diagonalizable.
Para & # 0, f es diagonalizable.

by a=1—D=P'AP con

300 0o 1 1
D=0 3 0| ¥ P=|1 0 O
00 6 0 1 0
a=2— =P AP con
000 -1 6
D=0 8 0| v F£=|0 0O 1
0 0 2 1 0 0
a) A, =—1 (simple) y A, =1 doble.
b f diagonalizable < a=10
Sia=0,
Viee1 =¥(6; — &)
]
Vit =Vig, + 2, &, + 2¢,)
Sia+,
Vie =& — &)
y

Voo =V(22, + 36, + &)

IV.18.

Iv.19.

Iv.20

) -1 0 0 base: #,=&,— &,
o1 0 a,=¢é +2¢
0o 01 i, =& + 28,

ay fil,0,1)y=(—1,0, —1); A= —1 doble

E == =l

A= [ | O (#=-11
~=1— 2t s

b =0

Por ser A"= —A, es X'AX =0 para toda columna
X, pues:

XAX = (X'AX) = X'A'X = —X'AX

Sea A=a + 8, un autovalor de A v X+ ¥ un
vector propio correspondiente a A, es

AX + V)= MX + i)
luego
AX=aX— ,B}"}
AY = a¥ + BX
de donde:
X'AX = aX'X — BX'Y
Y'AY = a¥'Y + BY'X

Sumando, es @ = aw(X'Y+ ¥'Y) luego a=0 y

A= Bi.

a) 32 2] A=0
A=[2 2 0] A,=6
2 0 4] A,=3

V,-o V(2¢, — 28, — &)
Vi =V(é, +26,— 28,

Viea =V(2¢, + &, + 27,)

by D=P AP con

naon Iztz
D=|0 6 0 P=;§—2 201
0o 3 -1 -2 2
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ALGEBRA

1V.21.

IV.22.

nucva base:
I
ay = (28~ 28, — &)
e em e
1=E{e1+2£:—2¢"]
= e =
i, = 3 (22, + &, + 28,)

La matriz de { es

I

{que es simétrica y ortogonal).

a)  fes onogonalmente diagonalizable (A4 es si-
métrical.

By fes una transformacion ortogonal (A es orto-
gonal ),

¢y A, =1 (simple) vy A,=—1 (doble)

Viai =%, 1. D
Vi =TI, =1, 0), (1,0, —1)]

i) 1 0 0
D=0 -1 0
0 a -1
hase:
|
Iit=7[|. I. I]’
V3
|
m=—1{0,1, —-1)

- %

=-—=(=2,11

B

ed foes la simetria (orogonal) respecto de la
recta que determina el vector (1, 1, 1)

A=, A,=at+By
a)  Hay autovalor iriple si gy =10
By Aj=a lh=a+h Ay=a—h

Vi =Vi—8¢ + y,)
Vi =Vigé, + he, + y&,)
Vies =V(Be, — he, + yé))

IV.23.

V.24,

1v.25.

€) (=& + yé,, PBé +hé, + vé, P& -h
+ ¥#;) ha de ser un sistema ortogonal,
si =¥+ 4+ ¥ =W, o sea, pina

@) ==l fmall ym=3
by A=1 (simple), A= —1 doble

Via =%, 1. 1)
Voo, =100 0, 1), (0, 1, 1]

) | 0 0
D=10 -1 0
0 [

d) No es onogonalmente diagonalizable,
Viei ¥ Vio oy no son ortogonales.

3 2 2
A=2 2 0
20 4

a) [ es ortogonalmente diagonalizable (A
métrical; f no es una transformaciin
nal (A no es ortogonal ).

B A=0, A,=3, A,=06

V, =¥(2, -2, —1)
Vi, =Y(l, 2, -2)
V,,=¥(2, 1, 2)

) o o 0
D=0 3 0
00 6
hase:
i I
u,=§{2. =2=1)
-—E“ 2. —)
iy 32 =2
i |{2 1, 2}
i, =—=1(2,1, 2
o

a) A=2 triple y A, = —2 (simple).
by @ =1, dnico valor para el que dim V,_.,=
c)  Es ortogonalmente diagonalizable para @



i
_
D:
2
o g
142 0 12 -1/2
. 142 0 -12 12
o 142 12 12
0 =i 12 1p

d) fes la simetria respecto del plano ortogonal
al vector (=1, 1, 1, 1)

el G=A(0) + IS es simétrica; debe ser definida
positivi, esto es, ha de tener autovalores po-
sitivos: sus autovalores son 2+ 0 (triple) v
=2+ & (simple); por tanto, i =3,

Los autovalores de la matriz de w (en base ca-
nonica) son A, =1, fi3=\.f'§ ¥ Ji_l=-v’5, Los

subespacios propios son:
v, =%¥(,0, 1)
Vi, =¥, —1=43. 1)
Vi, =¥(1, —1+43, 1)
(X, X X3) =X+ 38 -3

donde x,, x,, x, son las coordenadas en la base
ortonormal (7, &, @)

1
4,=—(1,0, -1

PRTREE B T

(1, =1++5, 1

=
V1-243
Autovectores y subespacios propios de A:
A=3 A,=6, A,=-12

Vi, =¥(1, -1, 1)
V., =V, -1, -2)
Vi =%(1, 1,0

IV.28.

Iv.29.

V.30,

A'th) es definida positiva, definida negativo y no
definida segin que, respectivamente, sea h < o,
h=Bya=h=8.

Autovalores de A: A, = | triple ¥ A, =5 (simple)

Vi =1{(x, %, x5 ) e R x, + 0, + 5, + 5, =0}

Vi =% 1, 1:1)

wl& olg ol%

=
(=1
I

olE olt ald olé
P | =

La matriz A es definida positiva, pues sus autova-
lores son positivos,

Sean A, los autovalores de A: sea (X)) una base
ortogonal de autovectores de A: toda columna X
es X=%aX

(AXIX = (Z a AXNE @ X! = (2 a A XHE aX')=

=L aj A\, X, X]

a XX'=Za,af X, X| = E alAX X = AXX'
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Andlogamente, a.XX' = AXX". Para toda columna
Aes

f:,XX’EAXX‘ﬁfJEXX’} T

b XX'= BXX'= b,XX'
h XX = (A + BIXX' = hXX' 2]

(se han Namado &, v by al menor y al mayor de
los autovalores de A + B). Sumando las relacio-
nes 1] se obtiene que

{a, + b )XX'= (A + B)XX' = (a, + b)XX' [3]

1IV.3L

Como existen ciertas columnas X, y X, (
propios de A + B asociados a h, y h,) tales

hX,.X, = (A + B)X X
I XoX5 = (A + BIX.X,
de |2], [3] v [4] resulta que
Ay, al = [aay + By ay + By
El endomorfismo f diagonalizable. En tal

producto escalar es aguel que hace orto
una base en lo que [ tenga matriz diagonal.
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V.1.

V..

V.

Y5

Ejercicios y problemas a la parte V

ENUNCIADOS

En el plano afin y usando coordenadas cartesianas
xv se consideran dos puntos P (e, B,) v Pia., B,)
¥y unma recta riax + by + =0, Hallar la relacion
entre anteriores datos para que £, y P, estén a
adistinto lados de r (el segmento P\ P, conta a r).

En el plano afin se consideran dos tridngulos ABC
y A'B'C’ tales que las tres rectas AA", B’ y CC'
pasan por un mismo punto O, Sean P, 0 y R los
puntos de interseccidn de los siguientes pares de
rectas: ARy A'B', BCy B'C' y CA y C'A". Com-
pruébese que los puntos P, @ v R estdn alineados
(teorema de Desargues).

Dados tres puntos alineados P, ¢ v R (de E,, de
E. o de E,), se llama «razin xinml:zn {ER} al
nimero real g gque permite poner PR = pPQ.

Sean A, A, ¥ A, tres puntos no alineados del
plano afin £, ¥ sea r una recta que no pasa por
ninguno de dichos puntos, Se llaman 8, B, vy 8, a
los puntos de interseccion de r con las rectas A4,
AA, vy A A, respectivamente. Pruébese que (teo-
rema de Menelao):

(B, AANBAA B A A= |

Sea A A.A; un tridngulo del plano afin E, y sean
B,. B, y B, puntos situados en los segmentos A4,
AA, v AA, respectivamente, Pruébese que las
tres rectas A B, A8, v A8, pasan, las tres, por
un mismo punto si y solo sioel producto de las
razones simples (véase el problema precedente)
(B, ALA,), (BAA) v (B A AL) vale —1 (teorema
de Ceva).

Se llama «cuadrildtero completos, del plano afin
£, a la figura que forman cuatro rectas (lados) que
se cortan dos a dos y tales que tres de ellas no
pasan por un mismo punto; los seis puntos de inter-
seccion de cada dos lados se llaman vértices: las
tres rectas que unen vértices opuestos (no sitvados
en un mismo lado) se llaman diagonales. Pruébese
que los puntos medios de las tres diagonales de un
cuadrildtero completo estin alineados.

V.h.

V..

V.8,

V.9,

V.10,

V.11,

V.13

En el plano afin £, y utilizando coordenads
tesianas se dan los puntos A(—7, 3), BT, -
(5, 2). Hallar el punto € & E, tal que el
ABC tiene su baricentro en .

Sean r y 5 dos rectas que se cortan en un p
sea A un punto coplanario con las rects |
situado en ninguna de ellas: sea B ¢l puntom
de OA. En r se toma un punto variable, %8
la interseccion de s con PB: sea R la inlers
de AP con la paralela a OA por (2. Hallar el
geométrico que describe R (compruébese g
recta O0A forma parte del lugar).

Compruébese que en un triingulo ABC cualy
las alturas pasan, las tres, por un mismo pu

En el plano euclideo y usando coordenadas
gulares xyv se consideran los puntos A(0, (), 8
y C(4, 2). Hallar el ortocentro, el bancentn
circuncentro del tridngulo ABC.

En el plano euclideo y vsando coordenadas n
gulares xy se considera la recta r: 3x+dy 4
y el punto P(—2, 1); sea C el cuadrado deg
en P, cuyos lados son paralelos y perpendie
a ry cuyos lados miden 2. Hallar las ecuss
de dichos lados,

En el plano euclideo y usando coordenadas r
gulares Oxy se consideran las rectas y=|
¥ = —2x; sea A un punto variable de la pring
B uno de la segunda. Hallar ¢l lugar geomd
que describe el baricentro del tridngulo AR
y B se mueven de manera que el drea del trning
OAR valga 9.

En el plano euclideo E, se considera una refen
cartesiana (0; &,. &) cuyos vectores 2, ¥ &
unitarios y tales que dng (£,. ;) = 6. Se con
otra referencia (C: . ;) en la que Cla, B
if, son unitarios y tales que ing (£, §)=ay
(€, ii,) = B. Relacionar (en funcién de a, i}
¥ B las coordenadas (v, ¥) de un ‘punto g
primera referencia con las coordenadas (x), ¥
mismo punto en la nueva referencia.

En el plano euclideo £, v usando coordens
tangulares {x, v} se consideran las rectas gue
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ten ecuacion de la forma x + 2ayv + o = 0, donde
@ = [ es un parimetro. Se pide:

1. Relacion entre a y & para que por Pla, &) pasen

dos rectas de la familia.

Lugar geométrico de los puntos P opor los que

pasa una sola recta,

3. Lugar geométrico de los puntos por los que
pasan dos rectas perpendiculares.

| R

Sea ABC un tridngulo isdsceles (AR = AC), Sean P
¥ £ dos puntos varables gque recorren AB y 8C,
respectivamente, de modo que la proyeccion orto-
gomal de PQ sobre BC tiene longitud mitad que
BC. Pruébese que la perpendicular a PQ por
pasa por un punto fijo.

En el plano euclideo £, v usando coordenadas rec-
tangulares xy se considera el paralelogramo deter-
minado por las cuatro rectas avx+bhyxe=0 y
ax + By =+ =10, Hallar ¢l drea de dicho paralelo-
ST,

En el plano euclideo E. se consideran dos rectas r
¥ & que se cortan. Hallar el lugar geométrico de los
puntos de £, tales que la suma de sus distancias a
vy ases constante y vale &,

En el plano euclideo £, v usando coordenadas rec-
tangulares se consideran las circunferencias Cy ¢
gue tienen centros en los puntos Ne, 8) v
O (e +d cos @, @+ d sen @) v radios ry ', Se
pide:

I. Hallar una ecuacidn cuyas raices scan las pen-
dientes de las tangentes a © desde un punto
Pla, &),

2. Hallar las ecuaciones de las cuatro tangentes

comunes a las circunferencias C y € (se su-
pone r<<¢' y r+r=d).

En el espacio afin £, se considera una cierta refe-
rencia cartesiana, en la gque las coordenadas de un
punto X son (x, v, 2. S¢ considera otra referencia:
la gque tiene origen en C(—2, 1, — 1) y por veclores
ad, =01, 2.3 &=00,0110yia=(2, -3 0) Se
]}'Id&:

. Hallar las coordenadas (x', ¥', ') de X en la
nueva referencii,

Hallar los puntos X e £, que tengan iguales
coordenadas en ambas referencias.

1o

V.19,

V.20,

V.11.

V.22

En el espacio afin £, y usando coordenadas carte-
stanas xyz se consideran un punto M(—1, 1, 2), un
plano 7:3x+y—z=9 y dos rectas r y &

y=zt2=0 x+y=—2:=2=1{
r ¥
x—2yt+z+1=0 x=y+ z+4=0

Se pide: 1) la recta que pasa por Py se apoya en
{corta a) las rectas v 50 v 2) la recta que pasa por
P ose apoya en ry es paralela a m.

En el espacio afin £, v usando coordenadas carte-
stanas vz se consideran los cuatro planos siguicn-
tes:

x+Iv+z+4=0
x+dy +6=0

x+bov+2z+ BE=0
x+8y+2:+10=0

Hallar los vértices del tetraedro cuyas caras son los
planos dados.

Estudiar, en funcion de los valores del parimetro
a & H, la posicidn relativa de las rectas:

2 y+2 z-2

N 2x—y=a+1
a + 3 I 1

av=2:=12
En ¢l espacio afin £, y usando coordenadas carte-

stanas xvz se consideran las siguientes rectas r y s
(donde o v B son dados):

r=2+uad
x+y—3z+2=0 e
z—y—z+d=0 S # =
: = 2A

Se pide: 1) valores de « y 8 para los que ry 5 se
cortan; 2) valores de o v @ para los que £y 5 son
paralelas; 3) para e« =3 v B =1, hallar el plano
paralelo a r y que pasa por s

En el espacio afin F; se consideran las dos rectas
ry 8 siguientes:

rX=Pt+Ai (Ack)

s X=Q+ul (peR)

Suponiendo que r v 5 se cruzan, hallar el lugar
geométrico de los puntos medios de todos los seg-
mentos que unen un puntoe de rcon un punto de s
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V.24,

V.25,

V.26,

V.27.

V.28,

V.29,

V.30,

Estudiar, en funcién del parimetro o & R, la posi-
cidn relativa de la recta r y el plano 7 siguientes o
x=y=z+1=0

r 2 milat+lx+3Iv+2z=3
dr+ay=1 )

Estudiar, segin los valores del parimetro « & F, la
posicion relativa de los tres planos siguientes:

ax+ y+ z=1
x+ -::r:}' + I=O
ax+ ¥y +alr=a

Estudiar, segin los valores de los parimetros o v

B. la posicion relativa de los tres planos siguientes:
y+2z=

By+2:=1

z=10

s ax +
Wyt oy +
m: X+ (F— 1y

En el espacio euclideo E, y usando coordenadas
rectangulares xvz se consideran las rectas r y &
siguientes:

x+z=1 2ax+y+z=1
v ¥
ax+y+z=10 vtz d=0

I. Hallar & de manera que r ¥ 5 sean perpendi-
culares,

2. Para a=2, hallar la proyeccidén ortogonal
de r sobre el segundo de los planos que
definen a s

3. Hallar el dngulo que forman la anterior
proveccion y s.

Sean r= P+ V(@) v 5= P+ V(0) dos rectas, que
pasan por un mismo punto P, del espacio cuclideo
E,. Se pide:

I. Las bisectrices del dngulo que forman r y 5.
2. El lugar geométrico de los puntos X de £, que
equidistan de r y 5.

En el espacio euclideo £, y wsando coordena-
das rectangulares Clevz se considera el plano
moax + by + ez + d =0 Hallar la ecuacion del lu-
ar geométrico gue engendran las rectas que pasan
por ¢l origen @ y lforman un dngulo & con el
plano .

En el espacio euclideo £, y utilizando coordenadas
rectangulares {Jx x,x, se consideran tres puntos no

V.3l

V.32

V.33

V.4

V.35,

alineados Ala,, a,, a,). Blb. by, By) vy Cley, 64
distintos de €, sea 7 un plano que se g
ralelamente al ABC v sean A'B'C’ los punl

interseccion de & con las rectas OA, {}ﬂ'r
respectivamente. Por A', B y ' se trazan pl
perpendiculares a OA, OF v OC. respectivams
Hallar el lugar geométrico descrito por ¢l pun
interseccion de estos tres planos,

En el espacio euclideo E, v usando coondes
rectangulares xvz se consideran las rectas:

x=az+h JJr=a'z+k
r r
y=pz+k y=b'z+k

Hallar la distancia entre ellas.

En ¢l espacio cuclideo E; y usando coonden
rectangulares Oxyz se considera un tridngulod
variable tal que sus vértices A, B y C se despl
por los ejes Ox, Ov ¥y Oz de manera que s
permanece constante ¢ igual a 8. Se pide;

I. Lugar geométrico de la proyecciin onog
del origen  sobre el plano ABC.
2. Lugar geométrico descrito por el baricenm
tridngulo ARC,
3. Lugar geométrico descrito por el oroce
del trigangulo ABC.

En el espacio euclideo se consideran los p
ecuaciones euclideas 7:a- PX=0y 7:b- 0k
Hallar la recta de & que pasa por Py es lie
mixima pendiente sobre el plano 7 (se supang
y 7 no paralelos).

En el espacio enclideo E, se consideran las
r=P+Vi) y s=0Q+V(f), que se cruzan
considera una recta variable que corta a lase
y es tal que forma con ellas dingulos iguales. H
el lugar geométrico descrito por el punto medi
la anterior recta variable.

Sea OABC un tetraedro del espacio euclideo
dos pares de aristas opuestas son perpendicol
pruébese que el tercer par también estd fom
por aristus perpendiculares.

La wesferas de un reloj de torre esta situadag
plano 7 de manera que el extremo del
alcanza su posicion mis alta a las horas exas
Sabiendo que dicha posicidn mds alta e B
punto Fi5/3, 7/3, 5/3) v que el centro de laed
del reloj estd situado en el punto (N1, 2, Thi
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 pecto de una referencia carlesiana rectangular
Oryz: el eje Oz vertical ¥ hacia arriba) se pide:

. Ecuacion del plano .

- 2 Coordenadas del extremo del minuotero a las
015",

3 Para un observador sitwado en el punto
Ri4, 1,0, ;cudl es el dngulo aparente que
forman las posiciones del minutero a las (P ¥
a las ("15™7

4. Coordenadas del extremo del minutero a las
0"ae™,

3. Ecuaciones (no paramétricas) de la circunfe-
rencia descrita por el extremo del minutero en
el transcurso de una hora,

Si P, P, v P, oson tres puntos alineados del es-
pacio afin ., se llama razdén simple de £, P., P,
al nimero r, que se denota poniendo = (e aqe),
para el que P P, = rP P,. Se pide:

1. Si P, es el punto medio de los P, y Py, hallar
las razones simples

(P PSP, (PPLPS), (PSP, P,
(BP0 v (PPP)

2. 8i r=(P PP, hallar el baricentro de los
puntos P, y P, afectados de los coeficientes
ry —1.

En el espacio afin £, se consideran dos rectas r,
¥ r, no paralelas. Hallar el lugar geométrico des-
erito por los puntos medios de todos los segmentos
que unen un punto de r, con otro de r,,

V..

V.40,

V.41,

V.42

V.43

Dadas dos rectas », ¥ que se corfan en un pun-
to P, r, v r, del espacio afin euclideo E,, se lla-
man bisectrices de r, ¥ v, a las rectas gue son
coplanarias con ellas, pasan por' Py [orman dn-
gulos iguales con ry v ro. Hallar las bisectrices de
Y i

Sean P, @ y R tres puntos del espacio afin euclideo
E; Pruébese que d(P, Q) =d(P. Ry + diR, Q) si y
solo si el punto R pertenece al segmento de extre-
mos £y Q.

En el espacio afin euclideo E; se dan cuatro puntos
fijos A, &, C y [ Hallar ¢l lugar geométrico des-
crito por los puntos X e E tales que

IIXA™+ 3XB| = IXC + 3XD|

En el espacio afin cuclideo £, se considera una
eslera § de radio p y un punte P situado a distancia
d del centro C de 5. Por F se traza una recta
variable que corta a 5 en X, y X,. 5i [PX] v [PX,]
denotan las distancias orientadas de P a X, v X,
{distancias con igual o distinto signo segin que X,
v X, estén o igual o a distinto lado de P, proéhese
que [PX|[PX,] =d" — ¢ (constante que se llama
patencia de P respecto de §),

En el espacio afin euclideo £, se consideran dos
esferas 5, v 5. Hallar el lugar geoméirico de los
puntos gue tienen la misma potencia (véase el gjer-
cicio anterior) respecto de ambas esferas. Este lu-
gar es un plano, que se llama plane radical de las
esferas dadas.
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V.1

V.2

V..

V4

V.5,

V.6

V.7,

SOLUCIONES

La recta PP, (X=P,+ AP P,) ha de contar a r
para Q<< A < 1:

signo (g, + B8, +¢) #Fsigno (ae, + B8, + )

Tomese la referencia cartesiana que tiene su origen
en €2, que tiene por ejes a las rectas O0AA" vy OBE’
¥ cuyos vectores son tales que C tiene coordenadas
(1, 1) Ala, 0y, A'(a’, O, B0, B), B0, B C'UR, B,

Tomese la referencia (A; A A5, AA,). Si las coor-
denadas i-ésimas de tres puntos P, 0 y R son p,
q, y r. entonces (PQR)=(r,—p)/g. — p). Sean
Bya, 0y y B4(0, b). con lo que

B llab—a)ih—a), (ba—bkila—b)

all = b
B AA) =
Hiadyl bil — a)
B.AA)=——
i e
a—=1
(B,A A=
: &l

Tomese la referencia (A;; AA,, AA): en ella
Bjic, | —a), B0, )y Byla, 0),

(BAANBAA B A A =—20 1) _

i A e el e ey g o
Lasrectas x+ v =1, xla+y=1y (o — lx = ay
se cortan en un punto si A= —1.

Sean ry, oy, oy ¥ oy los lados; tdmese referencia
carlesiana de los ejes r; y v, ¥y en la que las coor-
denadas de r,nry y de ey son (1, 0) y (0, 1)
sean (a, ) y (0, &) las coordenadas de r,niry y de
ry N ry. Los puntos medios son (1/2, 1/2), (a/2, b/2)
y lab — a)/(2ab—2), (ab— b)Y /(2ab — 2)]. que es-
tin alineados.

El punto medio de AC es el B+ t.l-'hm o sea,
(4, 5% luego CU15, 7).

Tomense a r y 5 como ejes v a B como punio
unidad, B(1, 1) v A(2,2). Sea Ple. 0) con a = H;
o0, e/ — 1)],

AP 2x+ (o —2y=20 OM:y—x=af(a—1)

V.8,

V.9

V.10,

Y.11.

V.12

V.13

V.14.

V.15.

V.16,

Eliminando « entre estas dos ecuaciones, ,.--%'

(¥ = 2u)y — x) = 0, que son dos rectas; la y — 15
es la OA.

Témese referencia rectangular en la que Afa, 6
Bla', ) y C(0, B): las alturas se cortan en el pun
(0, —aa'/B).

Ortocentro (interseccidn de las alturas) (1, 2k
baricentro {intersecciéon de las medianas) (43,1
el circuncentro (interseccion de las mediatrics
(372, 2). |

Ie+d4y+T7=0, Ix+dy—3=0,
dr=3y+16=0, dx=3y+6=0
Ala, 2a), B(b, —2b):

x=la+b), y=1(a—b);

0 = |dab|.

Eliminando @ y b entre las tres dliimas eClcione
4x* — ¥ = *£4 (dos hipérbolas).

sen (@ — o 5 -
x=a+ £ ) +t..entﬁ 2 ¥
sen i sen 6
Sen o €N
gopse , se0B
sen i sen i
1. ¥ =a.

2. ¥ =x (pardbola).
3. La pendiente es m = {—1/2)ar y la perpendia
laridad equivale a mum, = — 1, o sea, o
= —1/4; de la ecuacidn de o sale a,=
luego el lugar: x = —1/4.

Témense por ejes (rectangulares) Ox y Oy al |
do BC ¥ a su altura; A(Q, a). B(b. 0) y C(-h.0
Nar, 0), v e B PO :vy=mix—ax), meR; Fm+ad
la perpendicular bx — afay + 5% =0, que e g
haz. luego pasan por un punto, '

Sea P el punto de interseccion de ax + by +¢
Yy ax+ Byv=0; sea @ el de intcrsm:jdn_
ar+ Byv+y=0 con ax+by=0. El dra ¢
4|||‘_'_H_:"h (E*]L donde @ es el origen, que
A el:lap — bal. '

Tomando por ejes rectangulares (Chvy) a las hisse
trices de r y 5, éstas lendrin ecuaciones ¥ = X
im e R fijo). La suma de las distancias de Py
ary s vale

[v = x| + v + mx|

S+t
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ignalindolo a & se obticnen los cuatro lados del
rectingulo de vértices:

(i k«..";+ nr-". [}) ; (ﬂ, " ka1 + mz)
]

2
I, y—a=mlx—a)serd tangente si dista r de 7;

mil(a —a¥ — 1 — 2(a — a) g — bim +
+{B-bF—r=0

2. Sean P, vy P, las intersecciones de OO0 con las
tangentes exleriores ¢ interiores;

POl = tredyitr” = 1) y POV N = (i’ + 1)

Sean £#, y =4, los dngulos de (0" con las
fangentes exteriores ¢ inleriores;

sen @, =(r'—rifd . sen &=(r'+r/d

Las tangentes son:

rel
=g cos ¢~ A cos (g )
i
ext:
el
.‘r'=ﬁ—r—, sen ¢+ A sen (p=6,)
-
ril
K= — - cos @ — A cos (X i)
¥
int.

rd
¥y=B——— sen @+ A sen (g* 1)
Ftr =

. SiX=C+0OX'. es X'=0"'X-0'C; x' =
=2r+2y—2g y=—-Gpt+ T30 =
==x—yv+z

Resolviendo X =+ QX s¢ obticne un solo
punta X(1, —1, 1}.

]

1. Es la inferseccidn de los planos que pasan por
PyryporPys

(o, ¥, =(=1, 1, )+ A(1, 2, 3)

2. Interseccidn del plano que pasa por P v ry del
plano paralelo a o por

mro=i—L1L2+a0 1 1

vo—1 0 (0, —1,

(—2 —1), (0, =3/2, 1/2) y
(—2/3, 2/3, —4/3).

v.21.

V.22,

V.23,

V.24,

V.25,

V.26,

V.27

V.28,

Si = =2, las rectas son paralelas v distintas; si
o = —7, las rectas se cortan en un punto; si o # —2,
—7, las rectas se cruzan.

o cualquiera, 8 =2,
a=4y =2
r—y=z=1.

W B =

El puntc medio de P+ Ad y O+ pi es
O — (A + (/)8

donde @ =P+ (1/2)PQ es el punto medio de las
Fy . El lugar es el plano paralelo a ry a 5 por O

S5i a=—4, es paralela a 7 y no estd incluida en
€l; si @=1, r estd incluida en ; si a# —4, 1.
entonces Fooorta a 7 (en un punto).

Sia=1, los tres planos coinciden: si a £ 1, los
tres planos se cortan en un punto (forman triedro),

Sia#2y B0 lainterseccidn ¢s un punto (for-
man triedro); st @ # 2 ¥ 8= 1, la interseccion es
vacia y 7, ¥ 7, son paralelos; si =2y §=3/2,
la interseccidn es una recla v o, vy m, coinciden;
sta=2y B=1, la interseccitn es vacia y 7 y
7, son paralelos; si oo =2 v @ =2, la interseccidn
es vacia y vy son paralelos; si =2y 8+
#3/2, 1, 2, la interseccidn es vacia y los planos
forman un prisma.

I (L 1—a =1} y (0, 2a—1, | —2a) han de
ser ortogonales; e =2y a=1/2.

2. La interseccién de y+v+z+2=0 con el
plano del har de r perpendicular al anterior,
que da:

x+v+z+2=1()
y—z+2=0

3. Son perpendiculares, pues lo eran ry s

Sean 3, y 5, los vectores unitarios de las direc-
cidnes de @ y .
I P+Via, +a)y P+V@, -6,
2. dX, P =IPXII* - (PX - &,
(X, 5)=IPX||* = (PX - 5,
PX - @i, = £PX - 0;;
el lugar lo forman los dos planos

(@+6)-PX=0 y (@, —F)-PX=0
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V.29,

V.30,

¥.32.

V.33,

{ax + by + ezf = (@ + " + )i + v + £) cos® 6.

Loz planos son (para A e [ las sumas para i =1,
2,3

Lax=AZda, Zbr=AZN y ZEcx=A%g
eliminando A se obtiene el lugar:

Tax Zbx, Zex
Tal EN X

(una recta)

Un punio ¥ un vector de r son Pih, &k ) y
g, b, 1) un punto ¥ un vector de ' son
PURE, D)y a(a’, &, 1) La distancia vale:
PP tana
[l Al
_ lta—a"yk— &) — (b= b )h — ')
Via—a' Y+ b=V +(ab —a'b)

Ala, 0, (), B0, b, 1 y C0, O, ¢); el drea del
tridngulo vale [|AF A ACT/4, luego

(ab)’ 4 (bc) + (ca)’ = 45 [

I. Se eliminan a, & y ¢ entre |1],

x+}+z | £
=t te= ax=y=¢z
e ¥ 5

v ose tiene:

{x." +_1|2 + 33 1(;4—;4—; :45‘1
o () (zx)

2. Seceliminaa, bycentre [1]yx=a/3. y=08673,
z=1c¢/3 y se liene:

Blixy? + 77 + 280 = 457

3. El ortocentro es la proyeccidn del origen sobre
ABC, luego el lugar es el mismo que en 1.

La linea de mixima pendiente de w sobre 7 es la
recta de s que es ortogonal a la interseccidn 7T,
luego ella es:

P+V[dA(dAB))

V.34

V.5,

Sean fi; y ; vectores unitarios de las direccion:
de iy 7 sea #hel dngulo de ry 5. Si X e re Ve

XY'=PQ — Aii + ui

debe ser tal que

luego A & p = 4H, siendo
4H = [PQ - (i@, + 7,)]/{1 = cos &)

se puede poner A=2H+2ry p=22H= g
= . El punto medio buscado es:

M=P+APO+1X¥ =
= 0+ H(iI, * ) + ti, ¥ &)

donde @ es el punto medio de los 2y ¢ El lug
es las dos rectas que pasan por

M, =0 + Hiii, + §,)
y tiene la direccidn del vector i, & ©,
v OF - CA'=10; hay
0=04" BC = 04 (0C — OF)
' 0=0F.-CA=0B-(0A—0C)
restando éstas se obtiene:
0=0C. (0F ~ 0A) = OC- AR
Longitud del minutero = ||6]] = |[P07)] = 1.

1. La direccién de 7 es la de mixima pendiel
de ., luego es perpendicular a w = (4, 2. =§
es widn+2y—5=1

2. El minutere ocupa la posicion del vectr

unitarice de AW el extremo es:
(1 — 145, 2+ 2405, 1)
3. Es el dngulo de V(RQ, ) con ViRQ, i) y vah

Are cos {l,-'2~..|"'3,'|¥?3,22°
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4. 0= (ma)30; @ + (cos #) + (sen &)

2 |
.r=|+icus #—— sen #

V5

1 2
y=2+-cos #+— sen &

SN

=1l+=-cos &

e | 12

- 1P +(y— 27 +(z— 1y =1
x4+ 2y—5:=3

12,2, 1/2, -1, 2.

P,

X =P+ A, XK= P+ Al
X=(P+ 1/2P0) — (A/2)a+ ur

0 paralelo a v, ¥ a r, que pasa por el punto
dio de Py Q.

V(i) y V(id,) son las direcciones de r, y ry, las
petrices son

V.40,

VA4l

VAL

V.43,

Si R e [P, Q]. pongase PR = rPQ con 0<r<1. 5i
se verifica la igualdad, es |la+ ¢l = llall + [lell.
con i=PRy i=R(Q, o sea, ii-7=10.

x_A'+3ﬁ'=4WyE'+JE=4XT“Z donde A’
v €' son los dos puntos A' =B+ (1/4)BA y

C' =D+ (1/4)DC. El lugar es el plano ortogonal
a A'C” por su punio medio.

PX = Aji (ii unitario); ||ICP™+ PX]|| = p
A+ 20CF i+ (P~ pY) =
IPX,IPX,] = A A, =d* — po.
Sean C,. C.. p; ¥ p, los centros y los radios;
ICXIF = gt = ICXTI —

Poniendo

CX=MC+ay CGX=(A-1DCGC, +a
con i L C,C, es

NC X1 = A% + |lall*

NCXIF = (A = D3 + ||all

El lugar es el plano ortogonal a T ', por el punio
C=C, + AC,C,. donde

A =(p; — p3+ &) (2d%
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ALGEBRA LINEAL

VI.1.

V1.2

Y13

VIL4.

VL5,

VL6,

VLT.

Ejercicios y problemas a la parte VI

ENUNCIADOS

Se considera la elipse de semiejes a y bila>=h) y
cuyos vértices del semigje menor son los puntos
By B'. 5i X es un punto de esta elipse y Py O
son los puntos en los que las rectas XB v XB'
cortan al eje mayor de la elipse, pruébese que
K= 0P - 00 es constante (€ es ¢l centro de la
elipse), esto es, que no depende de X.

Sea dada una elipse y sea F uno de sus focos.
Hallar el lugar geométrico que describe el punto,
P. mitad del segmento FX, al hacer que X recorma
la elipse.

Considérese una hipérbola, de ecuacion reducida
Xfoe—yibr=1:

. Hallar la distancia de un foco F de la hi-
pérbola a una de sus asintolas.

2. Compruébese que una asintota, la perpendi-
cular a dicha asintota desde un foco v la co-
rrespondiente directriz pasan por un mismo
punto.

Considérese una hipérbola de semiejes o (real) v
b (imaginario). Sean o, y 4, las distancias de un
punto X a las asintotas de la hipérbola. Pruébese
que k= dd, es constante para cualquiera que sea
el punto X de la hipérbola; hallar £

Se considera una elipse de semiejes a (mayor) ¥
b (menor); sean A v A’ sus vértices del eje mayor,
sea Funo de sus focos y sea d la correspondiente
directriz. Sea X un punto cualguiera de la elipse
y sean P v @ los puntos en los que las rectas XA
y XA" cortan a la directriz d. Compruébese que
FP y FQ son perpendiculares.

Sean dados un punto A y una recta r que no pasa
por A. 5i X es un punto, del plano de A y r, sea
X' su proyeccidn ortogonal sobre r. Hallar el lugar
geométrico gue describe el punto X cuando se
mueve de manera que cXX = AX, donde ¢ = 0 es
un nimeroe dado.

Se considera una elipse de semiejes a (mayor) y
i (menor). Sea XX' una cuerda de la elipse que

VL&,

V1.9,

VIL10.

VL1L.

VL12.

VIL.13.

VI.14.

se mueve manteniéndose paralela al eje menor y
considérense las rectas XA v X'A’, donde A y &'
son los vértices situados en el eje mayor. Hallar
el lugar geométrico gue describe el punto P de
interseccion de XA v X'A"

Se considera la paribola que tiene por ecuacidn
reducida a v~ = 2px. Sean X y X' dos puntos cua-
lesquiera de la pardbola tales que el dngulo XOX
es recto (0 es el origen). Pruébese que XX corta
al eje de la paribola en un punio P fijo.

Se considera una pardbola de parimetro p. Hallaf
el lugar geométrico descrito por los puntos medios
de las cuerdas XX’ de la paribola que pasan por
su foco F

Se considera la paribola de ecuacion reducida
v'=2px v se traza la normal (perpendicular a la
tangente) en un punto X de ella; sea Y el punto en
el gue esta normal corta al eje de la paribola,
Hallar el lugar geoméirico del punto X' simétrico
de X respecto de ¥, cuando X recorre la paribola,

Considérese la paribola que tiene su foco en Fy
tiene por directriz a la recta o. Comprobar que la
tangente a la paribola en un punto X, cualquiera,
de ella es la bisectriz de XF'y XX*, donde X' e
la proyveccion de X sobre o,

Considérese una pardbola y un punto X exterior a
ella; por X se trazan las tangentes a la pardbola,
que son tangentes en los puntos P, y P,; sean P,
Q, y @, los puntos medios de P, P, XP, y XP,
Pruébese que:

I. XP es paralela al eje de la paribola.
2. (0, es tangente a la pardbola y lo es ensu
punto medio (.

Una hebra de hilo anudada en sus extremos y de
longitud 2p se mantiene formando tridngulo ists-
celes OXX', donde @ es fijo y XX' permanece
paralelo a cierta direccion fija. Hallar los lugares
geométricos que describen los puntos X y X'

Se da una circunferencia fija, con centro en Oy
radio r; también se considera un punto fijo. P,
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YL15.

VIL16.

VI.17.

VI.18.

VLI%.

VI.20.

VL11.

V1.22.

VL.23.

siendo OF = 2a. Hallar el lugar geométrico des-
crito por los centros, X, de las circunferencias
tangentes a la circunferencia dada vy que pasan por
P {indicacidn: témese el origen de coordenadas en
el punio medio de OF).

Dos puntos X, v X, se mueven, con la misma
velocidad angular, en sendas circunferencias con-
céntricas de radios r, y r,. En el instante inicial
los puntos méviles estin alineados con el centro
y a un mismo lado de éste; se mueven en sentidos
contrarios. Hallar la ecuacidn del lugar geoméiri-
co que describe el punto medio, X, de los X, y X,

Compruébese que la tangente a una elipse en uno
de sus puntos X es la bisectriz exterior del dngulo
FXF' (F y F' son los focos de la elipse).

Dada una elipse ¥ un punto P de ella, determinar
el tridngulo de drea mdxima de entre los que tie-
nen un vértice én P v los otros dos también estin
en la elipse.

Si ¢, ¥ e, son las excentricidades de dos hipér-
bolas conjugadas, compruébese que (l/e)) +
+ {1/ =1,

Pruébese que si los tres vértices de un tridngulo
estin situados en una hipérbola equildtera. enton-
ces el ortocentro del tridngulo también estd en la
hipérbola.

En un punto A se efectia un disparo; el proyectil
va 4 velocidad v v hace impacto en un punto 8.
Hallar el lugar geoméirico de los puntos X desde
los que se escucha simultineamente el disparo y
el impacto (llimese v" a la velocidad del sonido).

Se consideran dos hipérbolas conjugadas. de se-
miejes @ y b. Se traza una tangenle comin a
ambas. Hallar la distancia entre los puntos de
tangencia, comprobando que es constante,

Clasificar las siguientes conicas:

a 2W+Hy +2op—12x—4y+3=0.
B 24+ 4y +dr—2y—4=0.
) Py —2Zo+2y+1=0.

Clasificar las siguientes cdnicas:

a 22 +y 2oy +2c—2y+1=0.
B 4+ Aoy —y =0

£) 28— v+ +3v—2=0,

dy S+ -2y+2=0

VI.24.

VL.25.

VI.26.

VI.27.

VL.28.

VI1.29.

VIL.30.

Clasificar la siguiente conica. en funcion de los
parimetros a, b e H.

(1 +ax’+2axy+ay +2bx+a— 3 =0

Clasificar y hallar la ecuacidn reducida de la si-
guiente comica:

Lxi —4xx, + 140 + 40x, + 200, +45=10

Hallar también el centro y los ejes de dicha
conica.

Clasificar y hallar la ecuacidn reducida de la si-
guiente comica:

47 + dxyr, a3+ dx, — B, — 20=0

Hallar los ejes en los que la ecuacion es la redu-
cida.

Hallar la ecuacion reducida, en funcion de #, de
la comica;

xicos—2xx,Haicosf+ e+ 2y =0

{—7< < ). Determinar los ejes en los que la
ecuacion es la reducida. Clasificar la conica.

Se considera una parabola, cuyo pardmetro g (dis-
tancia del foco a la directriz) es fijo, que gira
manteniendo su foco inmovil. Se considera tam-
bién una cierta direccidn fija en el plano de la
paribola y se traza la tangente a ésta que liene
la direccidn dada. Hallar la ecuacidn, en ejes ad
hoc, del lugar geométrico que describe el punto
de tangencia.

Se considera una conica ordinaria con centro; sea
M su matriz y sea A = [.uv] la submatriz de térmi-
nos cuadrdticos. Compruébese que los coeficien-
tes a vy B de la ecuacion reducida, ax® + gy' =1,
de la conica son las raices de la ecuacion de
segundo grado:

(det MPA* + (det M) (det Ada,, + asn)h +
+ (det AY =0
Comprobar que, s F es foco de una conica C, las
tangentes desde F a C son imaginarias y tienen

pendientes +i y —i (a dichas rectas se las llama
rectas isdtropas que pasan por F).
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VI1.31.

V132,

VL33,

VI.34.

VI.35.

Hallar los planos tangentes a una cuiddrica que son
paralelos a un plano dado ax + by + cz=1 (con-
sidérese una cuddrica con centro o’ + By +
+ ' =1 y también un paraboloide 2z = ay’ +
+ By,

Indicar cdmo se determinan los planos tangenies
a una cuddrica que contienen a una recta dada.
Supongase que la recta v la cuddrica son:

[ ax+bv+ez=1
p

Car+ 87+ =1
a'x+byv+ez= ’

Recurriendo a las identidades:

(1+a’+ Y =(1—a = B+ Qay + 287

(l—a— g =(1+a + 8 - (2a) - 28V
(@+BY=(1+aB)+(a—BF-(1-aB)y

Comprobar que el elipsoide, el hiperboloide de
dos hojas v el hiperboloide de una hoja admiten,
respectivamente, las siguientes ecuaciones para-
mélricas:

I .r_I—a:—,B: ¥ 2o
a l+a+8 b l+a+p8
d 28
-=———— lclipsoide)
¢ l+a+p elip
5 x: bkt y 2
T a 1l-of- B b l=-o—-F
z 2B . : :
-=————— (hiperboloide de dos hojas)
¢ l—ao— B
3 x l+ap y a-§
T a a+f b atp

L A {hiperboloide de una hoja)
c atf

Demuéstrese, en una cuddrica con centro, gque la
suma de los cuadrados de las distancias del centro
i tres planos tangentes ortogonales es constante;
hillese dicha constante,

Considérese un paraboloide y tres planos tangen-
tes a él que son ortogonales entre si. Sean P, P,
y P, las proyecciones del vértice @ sobre dichos
tres planos. Pruébese que la suma de las provec-
ciones sobre el ¢je de OF,, OF, y OF, es cons-
tante; hdllese esta constante,

VI1.36.

VLA7.

VI.38.

VL39.

V140,

V141,

VL42.

V43,

Dada una cuddrica con centros ax” + 8y’ + 7=
=1, pruébese que el lugar geométrico que forman
los puntos desde los que es posible trazar tres
planos tangentes o la cuddrica que sean ortogona-
les dos a dos (lorman triedro trirrectingulo i
cunscrito a la cuddrica) es la esfera ©° +v' + 7=
=1/a+ 1/8+ 1/y (esfera de Monge).

Dado un paraboloide 2z = ax’ + Bv'. pruchese
que el lugar geoméirico que forman los pumios
desde los que es posible trazar tres planos tangen-
tes al paraboloide que sean ortogonales dos a dos
es al plano = (a + 8):(2a8). perpendicular 3
eje del paraboloide,

Considérese una cuddrica con centro y sean d,, d,
y ey las longitudes de tres de sus semidiimeinos
(los semididmetros son los segmentos que unen ¢
origen con los puntos de la cuddrica). Prodhes
que si los tres semididmetros son oriogonales dos
a dos, entonces | 'd+ 1/'d3+ 1 /d3 es constante,

Se consideran cuatro puntos alineados A, B, Cy
P sean a= PA, b= PB y ¢ = PC (fijos). El seg-
mento ABCP se mueve de manera que A, By €
se desplazan. respectivamente, por los planes
x=0, y=0y z=0. Hillese ¢] lugar peoméme
que describe el punto P,

Dada la hipérbola (@) — (" F) =1, z=0.ha
llar el lugar geométrico de los vértices X de los
triedros trirrectangulares cuyas aristas cortan i la
hipérbola.

Hallar el lugar geométrico de los puntos X tales
que su distancia al origen v su distancia al plang
z=4d estin en la relacién ¢ (constante). Disculir
el resultado en funcion de los valores de e =10,

En cada punto X del hiperboloide de una hoj
la + ¥ B = £/ = | se traza la normal exterior
v en ella se toma un punto ¥ a distancia constante
de X, Comprobar gue, si se cumple cierta condi-
cidn ique se pide). estos puntos ¥ pueden estir
todos en un cierto cilindro: hillese dicho cilindr,

Considérese una cualguiera de las  generatrices
rectilineas de un hiperboloide de una hoja. Probar
que la proyeccion de la generatriz sobre el plang
de la elipse de garganta es tangente a dicha elipse,
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V.44,

VI.45.

VL46.

YL47.

V948,

V949,

Considérese una cualquiera de las generatrices
rectilineas del paraboloide hiperbélico 2z = (" /p) —
— (3" /g). Probar que la proyeccidn de la genera-
triz sobre el plano v = 0 es tangente a la paribola
del paraboloide situada en dicho plano.

Se considera el paraboloide hiperbalico (reglado)
o=x"/p—y'g y sus dos planos principales
(x=0 e y=10). Una generatriz cualquiera del
hiperboloide corta a sus planos principales en los
puntos £ v ¢ hallar el lugar geométrico que
describe el punto X medio de los Py (.

Hallar la ecuacion del hiperboloide que tiene el
MISMo cong asintaliceo que:

Cx—v+der—2yz+ 1024+ 1=0
y que es tangente al plano 7 2y — v+ =1,

Considérese la coddrica que en cierta referencia
cartesiana admite por ccuacion a

.:.'7'—)':+,,u:1+11.'+2[‘,r:— Iy +p=0
(p e B parimetro).

1. Hallar p para gue la cuddrica sea un par de
planos v hallar éstos,

2. Hallar los valores de p para los que la cuddri-
ca es reglada.

3. Hallar, si la cuddrica es reglada, sus dos pe-
neratrices rectilineas gque pasan por el punto
Al—1. =1, 1} de la cuddrica.

Se considera la siguiente cuddrica O
C 2t —y =32 —4v+ 10=0

I. Hallar el lugar geométrico que engendran las

tangentes a C en el punto P (1, 2, 0} de ella.

Hallar el lugar geométrico que engendran las

tangentes a C desde el punto P00, 2, 0), que

no es de C. Hallar el plano en el que se

encuentran log puntos de contacto con C de

dichas tangentes,

3. Comprobar que el plano z =2 es tangente a
C v hallar su punto de tangencia.

4, Analizar si existe algin plano paralelo al
v = 0 que sea tangente a la cuddrica C.

]

Sea C una cuddrica ordinaria que en cierta refe-
rencia cartesiana tiene a M por matriz. Se llama
polo de un plano al punto cuyo plano polar es

V150,

VI.51.

VI.52,

VI.53.

V0954,

VI.55,

el plane dado. Hallar la columna de coordenadas
del polo de un plano en funcidn de la columna
i de los coeficientes uy,, ), 1., 11, de la ecuacion
del plano dado. Hallar la condicidn, a cumplir
por U, gque caracteriza a los planos tangentes
a la cuddrica,

Hallar la ecuacidn del lugar geométrico que des-
cribe el centro de la siguiente cuddrica, al variar
los parimetros a vy e

Py —Ptaxzthr—2x—8y+4z=0

Clasificar las siguientes cuddricas:

a) ¥ +y 424+ 2oy + 12 —dyz + 20— 6y
—4z+ 1 =0,

B) 2+ 2v 424204+ 20+1=0.

o) —4Hy-27 6+ 22— 2r—6y=2.

Clasilicar las siguientes coadricas:

a) v+ —2y+br=4.

By Sxi+ 27 by bdaz e+ By + 3=
= (L

) AW+ eyt Br+dv+2:+2=0

Clasilicar la siguiente cuddrica, en funcidn del
valor gue tome el pardmetro o

24y + 27+ 2o+ 2avi—dv + 1 =0

Clasificar, en funcidn del parimetro p. la siguiente
cuddrica:

2% 4 2ay — 2yz +
+2r+2:+4=0

o+ ;}_1'3 +(p
Clasificar. en funcidn de los parimetros a v b la
siguiente cuidrica:
Ir+2ytaltdg+2r+ 202+ 1=0

Hallar la ecuacion reducida de la siguiente cuddri-
ca ¥y clasificarla:
6af 4+ 3a3 + 3x5 + doyx, — dayx, —
— 2, +dx, —Bx, +9=0

Hallar su centro y sus ejes. Esta cuddrica, jes de
revolucion”!
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VL5T.

VI.58.

Considérense las cuddricas que, en ejes rectangu-
lares, admiten ecuacion del tipo:

axi + (1 — aws + o + 201 — adxyx, +
T F2+3=0 (ach)

Clasificar las cuddricas dadas, en funcion de
or & H. Hallar los valores de o para los que se ob-
tiene una cuddrica de revolucidn. Hallar la ecuacion
reducida de la cuddrica correspondiente a o = 3;
determinar sus gjes.

Sea Cip) la cuddrica, dependiente del parimetro
P, que en cierta referencia cartesiana rectangular
ticne por ecuacion a:

4+ 2p— i + 4 +dxx, + 2p, + p=10

VI1.59.

a}  Clasificar la cuddrica C(P). en funcidn de p.

by Obtener la ecuacion reducida de la cuddricn
Ci{—1).

¢} Obtener la ecuacidn reducida de aquella de
las cuddricas Cip) que es paraboloide.

d)  Obtener la referencia correspondiente a la an-
feror ecuacion.

a) Hallar {en ejes rectangulares xvz) la ecuacitn
general de todos los paraboloides que contienen g
la paribola ¥ =2x, z=0. ) De entre ellos, de-
terminar los gque son de revolucion. o) Hallar e
lugar geométrico descrito por los vértices de estos
dltimos.
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YI.1.

Y1.2.

¥1.3.

Y14,

VL5,

VL.

VL7,

SOLUCIONES

Xio, B) con o’la” + ,G_J,J'Fl‘ar_]:_ OP=ha:(b— By
OQ=bha:(b+ gy, OP-00=(Fa’):(b"— )=

=,

Elipse de semiejes a y & distancia focal 2e. Si
Plx, v), entonces X{2x — ¢, 2y) satisface a la ecua-
cion de la elipse, luego

VL&,

Ce=clly , ¥ _,
(ar/2) (b/2)

El lugar en la elipse de semigjes mitad de los de

la elipse E dada. que tiene por centro al punto

medio de F y del centro de £ vy con igual eje

mayor que E. VLY.

1. Foco {c, 00, asintota bx — ay =1, distancia

| — b m =h,

2. Asiniota bx = av=10, perpendicular ax+by=
= qc, directriz x = aje; las tres pasan por
iale, Barfel,

Xia. 8) con a’fa® — B0 = 1.

Nefa— g/l el Bkl
Jlad+ IUE 1@+ 1/F

k=4 - d

B | B ah’
e+ 1/ o+

3

X{er, §) con o'l + B =1; Fic, ) con ¢ = V10,

=g -+ b dix=ac.

P(f a_{f.l—ﬁ'}ﬁ_’) 1 Q(E u[fr+{.“lﬁ)

e cle—al X T ola+oa)

VILL11.

(o = P n alat — f.'EJ,BJ
o ot — )

VI.12.

Tomando a r como «cje de la v» v el «gje de la
e pasando por A, con lo que Ale, 0). Lugar

clx] = ya® + ¥ o sea, ¢ — ¥* = &°, hipérbola de
semiejes v ¥ a.

X, 8. X' =(a, —8) con aja* + v /F = L.

AX:Bx+{a—ay=af
A'X' =Fx+{a+a)y=—af

Eliminando o« y 3 entre las tres ecuaciones,
2l =y =1

X(a(2p, ), X'(B/2p. B).

ox . 0xX =0 af = —4p? P(h. ()
con
gl p o Bl
2 a—f 2p 2p

El punto Pi2p, 0) es fijo.

v =2px, Fipfl, 0), X(o*/2p, o), X'(Fi2p, B
X, X', F alineados, luego

« p\, (BN o
(21? 2)“ ( 2p )'{‘B .

o sea, aff = —p°. Punto medio:

ﬂl 4 ﬁl
s e —

4

e+ 3
2

Eliminando o v 3 entre las tres dltimas ecuacio-
nes se obtieng }'2 =px— ;}3,."2 {paribola de parime-
tro mitad que la dada, con el mismo gje vy con
vértice en el foco de aguélla).

X(x, v,) con ¥ =2px,; la normal es ve+ py =
=¥ty Py YO, +p, 0% X'(x, + 2p, yo). Lugar
¥ =2p(x —2p).

Paribola v* = 2px, Fip/2, 00, Xix, voh X'(—p2, v
Como XF = XX', la bisectriz es la mediatriz de
X'F, que es —px + vy — ¥,/21 = 0, que coincide
con la tangente vy, = px + px,,.

Paribola v* = 2px, X, 8)

1. P, Py y=2px, vA=px+pa

P(E — o, ,E:F)
I 4

luego XFP paralelo al eje.
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VI13.

VIL14.

VIL15,

VI.16.

VIL.17.

2. Q punio medio de XP,

ﬂl
Q(Zp‘ B
pertenece a la paribola y la tangente en €l es

v = px + p*/2p, que es paralela a PP, lue-
o es (0,0,

Taémense ejes rectangulares (xy con Ox paralelo

a la direccidn fija.
OX+XX'+X0=2p; X(x. v) , X'(—x, v}k

2 Jx‘-’_-i- 1._': + 2x=2p: v = —2px + p* lugar de X;

v =2px+p* lugar de X'; ambos para —p=

=y=p,

OF = weje de la x» con origen en el punto medio
de OF; O{—a, 0), Pla, 0, X(x, v)

Wix—ar + ¥y =r—+x+ aj.l_+u_:;'_i:
Hr — da’)® + A4y = — 4", que es elipse o
hipérbola segin que P sea interior o exterior a la

circunferencia; sus focos son Oy P

X,(r, cos an, v, sen ef), Xy(r, cos af, —r; sen o),
= velocidad angular.

{x=* (r, +r,) cos wi

v=1(r, — r,) sen ar
A 45" ]
i+ ()

£la + ¥ =1, X(a, ), tangente

{ax)/a + (Bv)b = |
FX{a— ¢, B) FXla+c. B
IFX)| = (e — ach:a . [|FX|l=(a*+ ac):a

hisectriz interior

e e a4 j; 2
LM (R Rl

es perpendicular a la tangente.
Considérese la elipse como proyeccion de una

circunferencia sobre un plano. En la circunleren-
cia. el mayor drea se obtiene si el iridngulo es

VLIS,

VIL.19.

VIL.20.

VL.21.

equildtero; al proyectar, se obtiene que el tridn-
gulo pedido es el siguiente: si @ es el centro
de la elipse vy P' el punto diametralmente opuesto
de P, el lado del tridngulo opuesto a P es paralelo
a la angente en P trazada por el punio medio
de P'y O,

e, =cla, e;=c/b, F=a’ + 1,
o= (c/e, ¥+ {r.'_.-'f':;'ll.

Hipérbola xy = k. Pi(x,, v,). Pola,. vo) vy Pyl vk
Alwra correspondiente a Py:

nnnr—x)—ky+E=0

que corta a la hipérbola (ademids de en Py) en
P(x;, ¥p) con x, = —k7/(x,x,13). Las otras dos alw-
ras también pasan por / (por simetria), que es
entonces el ortocentro.

(AX —BX):v' = AB: v. Hipérbola con focos en A
v B y constante 2a = ABi(v'/v).

't: 'I.'E I-:
'__,| '_.-__|

a b gt B

NI ¥

Tangenles a una y olra

X VY, Wa X%
—=——=1 e =— =]
a- b iy 2

Como las tangentes son iguales y los puntos son
de las hipérbolas, es:

0 W oa
de donde
B - o -
gl -~ B O e~
i i
Xy = ——

luego la distancia pedida vale

(a + .‘thﬁ: Vot — bt
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V1.22.

V123,

V.24,

YI.25.

V1.26.

V1.27.

VI.28.

V1.2,

a) detA=0ysigM= (2, 1}, elipse real.
P detA <0y det M # 0, hipérbola.
¢) detA =0y det M # 0, paribola,

a) detAd =0 y detM =0, dos rectas imaginarias
concurrentes; ) detA =0 y det M # (), paribola;
c) detA <0 y det M =0, dos rectas reales concu-
rrentes; o) detA =0y sig M = {3, 0], elipse ima-
gimarii.

detA = a, detM = ala — 45°); diagonalizacidn de
M:(1, a, a—4b%). 8i a=10, dos rectas paralelas;
si a<<0, es detA <0 vy detM # 0. hipérboly; si
4 <a, detA =0 y sigM = {3, 0}, elipse ima-
ginaria; si 4 =a>0, detA=0 y detM =0,
dos rectas imaginarias conjugadas; si 0<a < 4b°,
detA =0y sigM = {2, 1}, elipse real.

detA =150, A, =10, A= 15, detM=—3.750;
clipse real; 20° + 33y = 5: centro (2, 1); direccio-
nes de los ejes a1, —2) y a,(2, 1),

detA =10, A =0, A, =5, det M = — 1{}; paribola;
\1{5}.: = 4x; direccién de la pardbola &(1, —2): eje
(polar de (0, 2, 1) 2x +y=0; vértice (1, —2)
tangente en el vértice x — 2y =3,
detA=cos’#—1, A, =cos@+1, A,=cos#— 1,
det M = —2(1 + cos #); hipérbola; cos” §— I +
+ {cos # — Ijz_\'z =2; centro [1:{] —cos &),
L:(] —cos @)]; direcciones de los ejes (1. 1) ¥
1

Origen en el foco, «eje x» con la direccion dada;
directriz x cos # + v sen # = p; pardbola

x osen” @+ vy cos” 8 — 2ay sen @ cos § +

+ 2pix cos @+ vy sen i) = p°
la polar de (00, 1, D) es
xsen’ A —y sen @ cos B+ p cos =10
eliminando # queda p(x’ + ') = 4_\';'.
Invariantes:
e+ B=—detAla,, +a,):(det M)
oaff = (detA) : (det MY

que son la suma y ¢l producto de las raices de la
ccuacion del enunciado,

VI.30.

VL31.

VL.32.

VI3

VI3,

Tomando origen la F y con «eje x» perpendicular
a la directriz (x=d), la conica es

x +_}'J =elx—dP
Ecuacién de las tangentes desde el origen 1 +

+y =0, o sea, y= *ix.

Cuddrica con centro: axx, + Bvv, + ¥25,=1 ha
de ser paralelo al plano dado,

axja= By, /b= yr,jc v ag+ Bt yg=1

luego

Xy = e vo=pbiB v L=pcly

con

p=1:Jaila+ BPiB+cly

y ¢l plano tangente

ax+ by + ez =vala+ BB+ 3y
lgualmente, para el paraboloide

ap+ba
a et

ax + by + ¢z +

0

axxy, + Byv, + yzz, = 1 debe coincidir con
fat+Ada)x+(b+AbWHic+Acz=1+4A
siendo ax, + Byvi + vz = 1;

A3(£+E+£— |)+

N i ¥

Para cada A raiz de esta ecuacion se obtiene uno
de los planos tangentes,

Dividiendo cada una de las identidades por sus
primeros miembros, las paramétricas resultan evi-
dentes.

e’ 4 By’ + y2* = 1, plano tangente

ayx+ Byt yz=1 o wwtw+w=h
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¥1.36.

VI.37.

VI35,

VI1.39.

(!t distancia al origen, (&, v, w) unitario normal al
planod: identificando queda

B2 = (o) + (7B + (w9

Si los tres planos tangentes son wx + vy +w,z=h
sumando se obtiene 2 = L + 18+ 1/y,

2z = ax’ + A% plano tangente

axx+ Byy—z—z,=0 o xnt+w+zw=h

(f distancia al origen, (i, v, w) unitario normal al
plano); identilicando queda

h=—(w'jee + ¢°{B): (2w)
la proyeccidn de OF vale
hw = —(ija+vB):2

Si los tres planos son v + vy + wiz = b, sumando
las proyecciones se obtiene X wh =—{1ja+1/8):2.

segin se vio en el Ejercicio VI34, tes planos
tangentes perpendiculares entre si son

x4 o+ 2w, = [ e+ 03B+ wiiy]'\?

clevando al cuadrado vy sumando, como los
(i, v, w,) Torman base orlonormal, se obtiene la

L

esfera de Monge,

Segiin se vio en el Ejercicio VI35, tres planos
tangentes perpendiculares entre si son

wx+ey+wz= —(nifee+ vl (2w}

eliminando los parimetros (teniendo en cuenta
que los (w, v, w) forman base ortonormal) se
obtiene el plano del enunciado.

ax’+ By + yz' = 1. Si (i, v, w)) es el unitario
de la direccion del semidiametro o, es

V! = eef + Brf + yw)

Teniendo en cuenta que los (u, v, w,) forman hase
ortonormal, sumando se obtiene el resultado pe-
dido.

51w, voow)oes el unitarie de la direccidn del
segmento, Plan, br, ew) como o +o° + 77 =1, ¢l
lugar es el elipsoide /e + v + 205 =1,

Y140,

VI.41.

V.42,

V143,

VI.44.

X(o, B, v); una arista x = a + Ay, vy= 2+ A
=9+ Aw, (4, v, W)} unitario; por cortar a la
hipérbola
H":(ﬂ':_."f.l'z oy ,BI,-‘PJ: —1y+ ui{ _T,."II,-U."'} : t..'—": }':.'Ib!] =3
— 2uwlay/a) + 2ow( By =1
Sustituyendo (w, v, w) por (., v, w), donde esws

vectores forman base ortonormal, eliminando los
parimelros se obtiene:

a’la’ = @6 + (1 ja — 1) =1

F4{l—e'W+2de’z=d%". 8 e>1, es m
hiperboloide de dos hojas; para ¢ = 1, es un pa-
raboloide eliptico; si es e<21, es un elipsoide
(todos ellos de revolucion).
X(xg, Yo Zp) €ON

xR+ i =1
Yix, v, 2) con
X= .x“, f )._)'w;"a ¥ =_.|"l:| + A}Iih'llb s LT 3—" e "]I"Tﬂ"r
ecuacion del lugar de ¥ (eliminando x, v, 7,
Pilat Alal + V(b + ABE — 2 (e — AlcF =1
Es cilindro si ¢ = Afe vy el cilindro es

a’y’ B
=t =
{az =E L'ZJ"' I:b_ 4 :’_"':I'

1

2l + v — 7 = |; generatriz rectilinea
x=a [cos 8= (sen Biciz]

v=ah [sen 8% (cos #/ciz)

proyeccion: (x/a) cos @+ (v/b) sen #=1, z=10,
que es tangente a la elipse de garganta en

x=acosf, y=hsend =0

Generatriz rectilinea
x=vplu+z/2m) . y=*fglu—z/2m
proyeccidn: x = \,-'I:P;{J.L + 7 2p), vy=10, que es tan-

gente a la paribola 2z =x"p, v=10 en el punto
X =2uNp, ¥, =0, 2=2u%
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V145, Generatrices VL3 Eliminando a v & de x+{a/2)z=1, (a/2x+
& +(b2w—z+2=0, y+{a/2)z=4 se tiene:
iV = yivg = 2A xAp T vNg = 2/A
el o= e SRR dut Ay Pt
(A pardmetro); LS R e e
P(0, +2A ‘»."E. 24% . O02A ‘\"'; 0, 24%) VL51'". a) sig M=1{2, 1} ysig A={2, 1}; cono real.
b)Y sig M={3, 1} v sig A = (2, 0}; paraboloide
X(A+p. +A+Jg, 0) eliptico.

b osigM=[2,2)] ysig A= |2, 1}; hiperboloide

Lugar: recta x\j";; Ty .‘,."'r_, =0, z=0 reglado,

V046, La ecuacidn sdlo difiere de la dada en el término VL52". ) sigM=1{2, 1}y sig A= {1, 0}; cilindro pa-
independiente, gue Namaremos o, La conica CNw rabdlico.

debe ser degenerada, lo que equivale a que lo sea b) sig M={3, 1} y sig A= {3, 0}, elipsoide

su proyecciin sobre z =0, que es real.

; ¢t sig M= {2, 2} y sig A= {1, 1}; paraboloide
T+ By — 3+ v +a=0 ,.Eimdo_ i ¥
luego a = —35. 2
VL53'". Diagonalizaciones de My A: (1, 1, =1, 3 —a’) v
VI47. Diagonalizacién de M: (1. p, —p. a — 1). (1, 1, 1-@’) lal=1—sig M=1{3 1} y
sig A=[3. 0}, elipsoide real; |al=1—

I. rang M=2 p=0, x=yyx+y+2=0. —sigM={3, 1} y sig A={2, 0}, paraboloi-

2. sigM=(2,2),a<l. de eliptico; 1<|al<+y3—sig M=1(3. 1) y

3. Estin en el plano tangente ¥ + 2 =0 v son: sigA=1[2, 1}, hiperboloide eliptico; [e|=

x=—1+Alp—1) =+3—sig M=1{2, 1} y sigd=1{2, 1}, cono

B o real; |l =3 —sigh = {2, 2] ¥ sig A= {2, 1},

y==lXAyl—-p hiperboloide reglado.

=1%FAYl—p (Ael)

VL54. Diagonalizaciones de M y A: (1, 1, 3p— 2, p—2)

VI48. 1. El plano tangenie en P 2x—dy—z+ 6 =10. y(L2—p. p)p=<0, hiperboloide reglado; p =0,

3. Bl cooh ciroaie delsdc paraboloide reglado, 0= p < 2_.-_3, h!pcrhq]mde re-

glado; p = 2/3, cono real; 2/3 < p < 2, hiperboloi-

P2+ TV =32 — g —dy = 24y + 28 = 0 de eliptico; p = 2, cilindro imaginario: p = 2, elip-

i ' soide imaginario.

el plano es el polar de P,: 2y = 3.

3. El punto que tiene a z=2 como plano polar  VLSS™, a=0y b#0—sig M= {3, 1} y sig A = {3, 0},
es el O(1, —2, 2); como Q es de 1=2, éste elipsoide real; a <0y b#0—sig M= {3, 1} ¥
es langente a C en Q. sig A= (2, 1}, hiperboloide eliptico; a=0 ¥y

4, La interseccion de C con x = .l'I debe su dege- b=0—sig M=1{3, 0} ¥ sig A= {3, 0}, cono
nerada, lo que equivale a 7h° +42 =10, que imaginario: <0 y b=0—sig M={2, 1} ¥
no es posible. sigA={2, 1}, cono real; a=0 y bh£0—

—sig M=[3, 1} v sig A= {2, 0}, paraboloide
VLAY, =M luego [#]=M'U eliptico, a=0 y b=0—sig M={2 0} ¥
sig A= {2, O}, par de planos imaginarios (con

El plano U/ es tangente sii su polo le pertencce, interseccion real ).

esto es, sl

Ukl =0 VIS6, detM=-32, detd =32, A, =A4,=2 A, =8

T 2+ + 8 =1; es de revolucion (A, = A,).

Centro (=1, 2, 0); eje de revolucidn &2, —1, — 11
UM 'L = {ecuacidn tangencial) todo vector ortogonal a & es eje. Elipsoide real.

"' Por brevedad, al escribir las signaturas de las matrices se pondrd {p, ¢} en lugar de (p, o) o (g, p).
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VL.57.

VI58,

Diagonalizaciones de M y A:

(L1L1-eea—1/2) v (L1l-a a—1/2)

Para er <2 1/2 v « = | hiperboloide eliptico; para
a=1/2vy a=1, cilindro imaginario; para 1/2<
< ¢ = |, elipsoide imaginario. Autovalores de A,
A=1—eo Ay=2a— 1, A= 1; es de revolucion
para ¢ = 0 (para & = 1 ¥ o = 2/3 imaginaria). Pa-
ra =3 det M=—10, det A= =10, 2¢¥ — ' —
— 7= 1; centro (1, 0, 1), direcciones de los ejes
(0, L0 (1.0, 1)y (1,0, =1

a)  Diagonalizaciones de M y A: (1, 1, p, p—2)
y (I L. p— 1% si p<0, hiperboloide reglado;
si p =0, cono real; si 0<p <1, hiperboloide

VL59.

eliptico; si p =1, paraboloide eliptico: si
| << p =22, elipsoide real; si p=2, cono ima-
ginario; si p = 2, elipsoide imaginario.

By det M=12p(p—2), det A=24p— 1) A =
=2, A=06, A,=2p—1) para p=-1,
I+ -20=3/8

) Paraboloide si p=1: ="+ 3"

) Direccion del paraboloide 80, 1. 0), direccio-
nes seudoejes @, (1. 0, — 1) y mil, 0. 1) eje
x=z=0y vértice (0, —1,2. 0).

@)y =2 +ziax+by+ez+d)=0cona=0,va
que det A = 0. &) Los autovalores no nulos de A
iguales, luego (c — 1V =8, 0sea. c=1y h=10,
con lo que: ¥ —2x+ 2 +dz=0. ¢) Eje y=0,
z=—d/2; lugar: Z+2x=0,v=0.




